Département de Mathématiques 2018/2019
Module: Analyse numérique 1
Fiche de T.D. N°5

Interpolation et approximation

Exercice 1
Compléter le tableau des différences divisées suivant:

xg=—1 f(zg) =2

T =2 flx1) =1 flzg, 1] =

2o =3  f(za) =0 flry,z2] = flxe,z1,20] =

x3=5  f(ws) =3 flra,xs3] = flry, xo, 23] = flre, 1,22, 23] =
1. Utiliser la table ci-dessus pour calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré
inférieur ou égal & 3 pour f aux noeuds zg, 1, T2, T3.
2. Utiliser le polynéme trouvé en 2. pour estimer f(1).
Exercice 2
1. Déterminer les polynomes de Lagrange de degré un associés a la subdivision 2o = 0,21 = a
ol a est un réel donné strictement supérieur a 0.
2. Déterminer la forme de Lagrange du polynome de degré un p; interpolant la fonction
f(z) = 2% aux méme points zo = 0 et z; = a.
3. Démontrer par un calcul direct que pour tout z € [a, b], il existe un unique ¢ € |a, b] tel
que: )

§(@) - pi(@) = P9 (e — a)
ensuite calculer (.
4. Répéter le méme calcul pour la fonction f(z) = (2 — a)4; montrer que dans ce cas, il y
a deux valeurs possibles pour (. Calculer ces deux valeurs.
Exercice supplémentaire
Construire 'interpolation polynomiale de Lagrange de degré 1, notée p;, d'une fonction f
définie et continue sur Uintervalle [—1, 1], interpolée aux points g = —1 et z; = 1. Montrer
que si f est de classe C? sur [—1,1], alors on a: |f(z) — p1(z)| < %(1 —2?) < %,x €
[—1,1] ,ou My = xg[lalxl] |7 (x)| . Donner un exemple de fonction pour laquelle cette inégalité
devient une égalité.
Exercice 3
Soit € R donné, soit p, le polynéme de degré inférieur ou égal & n qui interpole f en
xo, T1, ..., Tn, ON veut évaluer lerreur en z, c’est a dire e, (r) = f(x) — pn(z). Si = est égal a
I'un des t;,l’erreur est nulle. Supposons maintenant que = # x;,Vi =0, ..., n.
On définit alors le polynéme p par:
p(t) = pult) + T, (0202 o T (1) = Tt — ).

1. Montrer que p interpole f aux points {zg, z1, ..., T,, x} . Quel est le degré de p?
2. En déduire p(t) — p,(t) en fonction de f [xg, z1, ..., Tp, T] .
3. En déduire le calcul de lerreur e,(z) = f(z) — pa(2).
Exercice 4
solent g, x1, ..., x, des points distincts d’un intervalle [a,b].
Démontrer que la différence divisée f[zg,x1,...,2,] est une fonction symétrique pour toute
permutation ¢ de 1,2,....n



ie o) To(t)s o Tom)) = flTo, 1, .., Tn)]

n
ndication: Montrer I'identité = X j II P — B
indication: Montrer Uidentité f[zg, x1, ..., ] jzof(m])ogkgn;k#(x] xr)

1

Exercice 5
Soit (yx) une suite réelle (ou complexe), on définit par récurrence A"y, :
Ay = A(A"yg) = AMyri1 — Ay, avee A%y, = yy,
1. Donner les expressions de Aly,, A2y, Ady;,.
2. Montrer que: A"y, = 'ZO(—l)jC’T];yHn_j. Que vaut A"yq?
]:

Exercice supplémentaire
1. Si f(x) = 2% + ax + b, ot a et b sont des constantes réelles. Calculer A" f(x).(Af(z) =
f(@+h) = f(z),h>0)
2. En général, montrer que si f(z) = 2" +a12" ' +as2™ 2+ - - +a,_17+a, est un polynéme
de degré n, alors A" f(x) =nlh™ et A" f(z) =0 pour r =1,2,....
Exercice 6
Déterminer le polynome d’interpolation de Newton-Gregory progressif, ps(z) aux points
d’appui donnés dans le tableau suivant puis interpoler la valeur de la fonction en x = 0.0045.

x; 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

y, 1121 1.123 1.1255 1.127 1.128 1.1285
Exercice 7
On veut tabuler la fonction f(x) = sinx aux points équidistants z; = jh,j > 0.
1. Majorer 'erreur d’interpolation dans l'intervalle [z;, x;, 1] lorsqu’on fait passer un polyndéme
de degré 3 par les points x;_1, x;, Xi11, Tita.
2. Quel h peut-on prendre pour que cette erreur soit inférieure a 10~® pour tout i > 07?
Exercice supplémentaire
On veut construire une table de valeurs de la fonction f(x) = v/z + 1 dans l'intervalle [0, 1]
pour des points équidistants x; 1 = z; + h.
Quelle valeur doit prendre h pour garantir 7 chiffres significatifs en faisant une interpolation
quadratique?
Exercice 8
Trouver le polynéome p(r) = a+bx+2z?, qui ajuste les données suivantes au sens des moindres
carrés.

(1.0,-1.1),(2.0,—0.9),(3.0,1.0), (4.0,4.8) .

Exercice 9
Considérons les polynomes définis par: po(x) = 1,p1(z) = x et po(z) = 2% — %
1- Montrer que la famille {po, p1,p2} est orthogonale sur [—1, 1] par rapport a la fonction
poids w(z) = 1.
2- Calculer le polynéme, meilleur approximation de e” sur le sous espace vectoriel engendré
par po, piet pa.



