Département de Mathématiques 2018/2019
Module: Analyse numérique 1
Fiche de T.D. N°1

Notions d’erreurs
Exercice 1
Utiliser le développement de Taylor de sin z pour approximer sin(3.0) avec une précision de
1074,
Exercice 2
Soit f(z) = (1 —x)~! et 7y = 0. Trouver le polynéme de Taylor p,(z) de degré n de la
fonction f(z) au voisinage de xy. Quelle est la valeur de n nécessaire pour approcher f(z) a
1075 pres sur [0, 0.5]?
Exercice 3
On considére 'expression:
= ((((((0.1x10°40.1x1073)4+0.4x 1073)+0.2x 1073)+0.1x 1073)+0.2x 1073)+0.1 x 1073)
1. Calculer la valeur de = en arithmétique exacte, puis en arithmétique flottante & 3 chiffres
avec arrondi, en respectant I’ordre préscrit par les parenthéses. Expliquer la différence entre
les résultats. Déterminer I'erreur relative.
2. Proposer une modification de 'ordre de sommation qui permette d’obtenir une réponse
plus précise en arithmétique flottante & 3 chiffres. Justifier votre réponse en calculant de
nouveau l’erreur relative.
Exercice 4
On veut calculer f(x) = vz*+ 4 — 2 pour x proche de 0.
1. Montrer, en utilisant une arithmétique flottante a 3 chiffres avec arrondi, qu’un calcul
direct de f(0.5) engendre une erreur relative importante. Expliquer pourquoi?
2. Proposer une autre formule pour f(x) qui garantirait un meilleur comportement vis a
vis des erreurs d’arrondi. Puis évaluer f(0.5) & partir de votre formule et calculer Ierreur
relative correspondante.
Exercice supplémentaire
La fonction d’erreur de Gauss est définie par erf(z) = \/%7 fox e~ dt. La fonction erf intervient
régulierement dans le domaine des probabilités et statistiques. On désire approcher la valeur
erf(z) dans l'intervalle [—1, 1] avec une erreur toujours inférieure a 10719,
1. Donner la valeur exacte de erf(0).
2. Utiliser un développement de Taylor de e pour déterminer les n premiers termes non
nuls du développement de Taylor de e~*".
3. En déduire les n premiers termes non nuls du développement de Taylor de erf(z).
4. Préciser de maniére analytique le reste du developpement de Taylor.
5. Donner la valeur minimale de n pour que l'erreur de I'approximation de la fonction erf
soit toujours inférieure a 1071 pour z € [—1,1].
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Résolution des équations non linéaires.
Exercice 1
Soit la fonction définie sur R, par:

o(z) = ﬁ,Vm > 0;0(0) =0 et b= e(1-V5)/2,

Le théoréme du point fixe est-il applicable a la fonction ¢ sur [0, b]?

Exercice 2

Soit f(z) =23 -3z — 1,z € R.

1. Montrer que ’équation f(x) = 0 admet une racine réelle a et une seule dans tout R et
que cette racine est localisée dans U'intervalle [3,4].

2. Quel est le nombre n; d’itérations nécessaires a effectuer par la méthode de bissection
pour obtenir une approximation de o & 1076 prés.

Soit g(x) = (14 322)"* z € [3,4]

3. La suite (2,),,cy définie par 2,41 = g(z,) converge t-elle vers o pour tout o € [3,4].

4. Quel est le nombre ny d’itérations nécessaires a effectuer par 'itération =, 1 = g(x,) pour
obtenir une approximation de o & 107 prés a partir de 2y = 3.

Exercice 3

On considere la fonction f(z) = e* — 422
1. Montrer qu’il existe un zéro « pour la fonction f dans [4,5] et qu’il est unique.

2. Montrer que la méthode du point fixe x = %eg ne converge pas vers «.

3. Déterminer une méthode de point fixe qui converge vers a. Justifier.

4. Cette équation admet aussi une racine entre x = 0 et x = 1.Montrer que la méthode du
point fixe z = %e% converge vers cette racine si x est choisi dans U'intervalle [0, 1].
Exercice 4

1. Quel est 'ordre de convergence de la suite z,, = 1072" vers 07

2. Montrer que la suite x,, = 107" ne converge pas quadratiquement vers 0.

3. Construire une suite qui converge vers 0 & 'ordre 3.

4. Construire une suite qui converge vers 0 a l'ordre o avec a > 1.

Exercice 5

La suite z,, = — converge vers 0 quand n tend vers oo.

1. Montrer que la suite ne converge pas linéairement vers 0.

2. Montrer que la suite ne converge pas quadratiquement vers 0.

3. Que peut-on dire sur 'ordre de convergence de cette suite?

Exercice supplémentaire

Pour approcher v/2, on considére 'equation 22 = 2 et on définit la méthode du point fixe
Tpy1 = 5+ wi

1) Montrer que:V zo € [1,2], la suite (z5,),,cy
2) Estimer le nombre d’itérations nécessaires pour évaluer v/2 a partir de 2o = 1 avec une
précision de 107190,

converge vers V2.



