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Série n°4 

Intégrales impropres 

 

Exercice 1 : Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :      

1. ∫ 𝑒−2√𝑙𝑛𝑥+∞

1
𝑑𝑥    2. ∫

|𝑐𝑜𝑠𝑥|  𝑑𝑥

1+√𝑥

+∞

2
   3. ∫ 𝑙𝑛 (1 +

𝑠𝑖𝑛2𝑥  

𝑥𝛼
)

+∞

2
 𝑑𝑥 𝛼 > 0  4. ∫

t2dt

(𝑒 √𝑡3
+1)(𝑒−2𝑡+1)

+∞

−∞
 

5.  ∫ √𝑥4 + 1
+∞

0
− 𝑥 √𝑥3 − 2 

3
𝑑𝑥   6. ∫

1

𝑒𝑥−1

+∞

0
𝑑𝑥     7. ∫

√1−𝑐𝑜𝑠𝑥
4

√𝑠𝑖𝑛𝑥−𝑠𝑖𝑛2𝑥
3

𝜋

2
0

𝑑𝑥   8. ∫ 𝑐𝑜𝑠21

0    
(

1

𝑡
) 𝑑𝑡     9. 

∫
𝑑𝑥

√𝑡𝑎𝑛𝑥(1−𝑡𝑎𝑛𝑥)3

𝜋
4⁄

0
.  10. ∫

|𝑠𝑖𝑛𝑥| 𝑑𝑥

√𝑥2−𝑥

+∞

1
.   11. ∫

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝛼𝑥

𝑥

+∞

0
𝑑𝑥                                                                                                                                                      

12.∫
𝑑𝑥

√|𝑙𝑛2𝑥−1|

3

1    
.    13. ∫ (𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥)

𝜋
2⁄

0
 (𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥)𝑑𝑥   α, β  ϵR  13. ∫ 𝑙𝑛

1

0    
(1 − 𝑐ℎ𝑡𝛼)𝑑𝑡 𝛼 > 0 

(Supp)   1. ∫
dt

(𝑒−𝑡3
+5)(𝑒𝑡2

+2)

+∞

−∞
       2 .∫

𝑥

√𝑒𝑥−1

+∞

0
𝑑𝑥       3 .∫

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥

𝑥

+∞

0
𝑑𝑥     

             4 .∫
𝑒−3𝑥−𝑒−5𝑥

𝑥

+∞

0
𝑑𝑥    5.∫

𝑥

√𝑙𝑛𝑥(1−𝑙𝑛𝑥)4

𝑒

1
𝑑𝑥   6. ∫

|𝑠𝑖𝑛3𝑥| 𝑑𝑥

√(2𝑥+1)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥2

+∞

0
.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

  7. ∫   
𝑙𝑛(1+𝑥𝛼)𝑑𝑥

𝑥

+∞

0
  8. ∫   

1−𝑐𝑜𝑠𝛼𝑡

𝑡
3

2⁄
𝑑𝑡

+∞

0
   9.  ∫     

𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑥𝛼

+∞

0
𝑑𝑥 

10. ∫
𝑑𝑥

√𝜋−2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

1

0
.   11.∫

1

𝑥
 𝑐𝑜𝑠

1

𝑥

1

0     
  𝑑𝑥  12. ∫

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝛼𝑥

𝑥(1+𝑥2)

+∞

−∞
𝑑𝑥   13.  ∫ 1 + 𝑥𝑙𝑛 (

𝑥  

𝑥+1
)

+∞

0
𝑑𝑥 

Exercice 2            

En quels points la fonction 𝜑   est-elle dérivable ? A l’aide de la dérivée calculer sa valeur. 

            1.  𝜑(𝛽) = ∫  𝑒−𝛼𝑡2
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 𝑑𝑡

+∞

0
   𝛼 > 0      2. 𝜑(𝑥) = ∫  𝑒−𝑡  

1−𝑐𝑜𝑠𝑥𝑡

𝑡
𝑑𝑡

+∞

0
 

         ( supp) 3.    𝜑(𝑥) = ∫
arctan 𝑥𝑦

𝑡(1+𝑡2)
  

+∞

0
𝑑𝑡      4. 𝜑(𝑥) = ∫

1−𝑒−(𝑥+1)𝑡

𝒕√𝒕
  

+∞

0
𝑑𝑡 (𝑥 > −1)    

5.𝜑(𝛼) = ∫
1−𝑒−𝛼𝑥

𝑥𝑒𝑥   
+∞

0
𝑑𝑥        𝛼 > −1   6. 𝜑(𝑥) = ∫

1−𝑒−𝑥𝑡

𝑡𝑎+1   
+∞

0
𝑑𝑡      𝟎 <  𝐚 < 1.    

Exercice 3 :  Montrer la convergence et calculer les intégrales suivantes : 

1.∫
𝑑𝑥

(𝑐ℎ𝑥)𝛼

+∞

−∞     
   𝛼 > 0    2.  ∫

𝑥2𝑛+1 𝑑𝑥

(1+𝑥2)2𝑛+3

+∞

0
     3 .∫

(𝑙𝑛𝑥)
9

2⁄

𝑥2

+∞

1
𝑑𝑥        4. ∫

𝑐𝑜𝑠2𝑥    (𝑐𝑜𝑠2𝑥)
3

2⁄  𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠7𝑥

𝜋
4⁄

0
      

 5 .∫
𝑥

2+𝑥4  
+∞

0
𝑑𝑥           6. ∫ 𝑥𝑚+∞

1
(𝑙𝑛𝑥)𝑛𝑑𝑥       7  .∫

1

1+𝑥8  
+∞

−∞
𝑑𝑥       8.  ∫ (𝑡𝑎𝑛𝑥)𝛼

𝜋
2⁄

0
𝑑𝑥  |𝛼| < 1 

Supp 1.  ∫
𝑥𝑛

√−𝑙𝑛𝑥

1

0
 𝑑𝑥         2. ∫

𝑑𝑥

1+𝑥6  
+∞

0
  3. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝜋
2⁄

0
 𝑑𝑥   𝛼 > −1   4 .  ∫ √𝑥 𝑒−𝑥𝑛+∞

0
𝑑𝑥                                                     

Exercice 04 :(supp) 

1. Montrer que∫ 𝑦 𝑒−𝑡𝑦   
+∞

0
𝑑𝑡  converge pour y∈ [0,1].  



2. Cette convergence est-elle uniforme? (𝑗𝑢𝑠𝑡𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟) 

Exercice 05 : 

Montrer en utilisant la fonction Gamma la formule de stirling. 

Exercice 06 :  

Soit  𝐹(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡2
  

𝑥

0
𝑑𝑡 et 𝐺(𝑥) = ∫

𝑒−(1+𝑡2)𝑥2

(1+𝑡2)
  

1

0
𝑑𝑡 𝑥 ∈ ℝ+  

Montrer que F et G sont dérivable dans ℝ+  calculer G’ en fonction de F et F’ en déduire valeur de l’intégrale de 

Gauss. 𝐈𝐧𝐭é𝐠𝐫𝐚𝐥𝐞 𝐝𝐞 𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔 ∫ 𝒆−𝒖𝟐+∞

𝟎
  𝒅𝒖  =

√𝝅

𝟐
. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐈𝐧𝐭é𝐠𝐫𝐚𝐥𝐞 𝐝𝐞 𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔 ∫ 𝒆−𝒖𝟐+∞

𝟎
  𝒅𝒖  = √𝝅

𝟐
. 

𝑰𝒏𝒕é𝒈𝒓𝒂𝒍𝒆 𝒅𝒆 𝑷𝒐𝒊𝒔𝒔𝒐𝒏: ∫ 𝒆−𝒂𝟐𝒙𝟐+∞

 𝟎
 𝒄𝒐𝒔𝜷𝒙 𝒅𝒙 =  

√𝝅

𝟐|𝜶|
𝒆

−𝜷𝟐

   𝟒𝜶𝟐.                                           

∀ x > 0,   𝚪(𝐱) = ∫ 𝐭𝐱−𝟏𝐞−𝐭+∞

𝟎
𝐝𝐭.  

1. Γ(x + 1) = x. Γ(x)  ∀ x > 0 en particulier Γ(2) = 1. Γ(1) = Γ(1) = ∫ 𝐞−𝐭+∞

𝟎
𝐝𝐭 = 𝟏 

2. ∀ x > 0  Γ(x + n + 1) = x(x + 1)…(x + n − 1)(x + n)Γ(x). 
3. ∀ x > 0  𝚪(𝐧 + 𝟏) = 𝐧!               Γ(1) = 0! = 1 

4.     𝚪 (
𝟏

𝟐
) = √𝛑 

5. ∀ n ∈ ℕ    𝚪 (𝐧 +
𝟏

𝟐
) =

(𝟐𝐧)!

𝟐𝟐𝐧𝐧!
√𝛑 

6. ∀ x > 0    Γ(n)(x) = ∫ e−t(lnt)n+∞

0
 tx−1  dt  

7. ∀ x > 0  𝚪(𝐱 + 𝟏) = (
𝐱

𝐞
)

𝐱

 √𝟐𝛑𝐱   (𝟏 + 𝛆(𝐱)) avec lim
𝑥→+∞

ε(x) = 0 formule de Stirling 

 

∀ p, q > 0   𝛃(𝐩, 𝐪) = ∫ 𝐮𝐩−𝟏(𝟏 − 𝐮)𝐪−𝟏𝟏

𝟎
𝐝𝐮. 

1. ∀ p, q > 0  β(p, q) = β(q, p) 

2.        "             β(p, q) =
Γ(p).Γ(q)

Γ(p+q)
 

3.        "            β(p, q) = ∫
up−1

(1+u)p+q

+∞

0
du 

4.   si p ∉ ℤ       β(p, 1 − p) = Γ(p)Γ(1 − p) =
π

sinpπ
 

 


