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Série n°2
Series de fonctions - Serivs enticres.

I. Suites de fonctions

Exercice 1 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions f,, eF (I, R)
suivantes :

|{nt si OStSl.

n

1. 1=[01] i) vn=>1, ﬁ&)%%—t si ﬁStSE'
|

L0 si 2<t<1,

et ]
i) fu(® ={3EI St OStSl’iﬁ)ﬁ@ﬂ=1Tx[VMrbcwl=H/Zﬂ)
1—thn si 1<t<?2 ~

1
1+(x-n)6"

(supp)2.1 =R i) f,(x) =thnx (Voirlecas I =[a,+co[,a>0) ii) f,(x) =

iii) f(x) = Arctannx (Voirle cas I =[a,+[,a > 0)
(
|

iv) 1=[0,1]vn=1, f,(t) 4 3n—n?t si
|

Exercice 2 : Trouver le plus grand intervalle de convergence uniforme pour les suites de
fonctions ( fn(x))n2 [ Suivantes:

. 2 n
1. n(sinnx).cos™x, x € [0,1] . 2. 22 xeR 3. ( a ) x€ER .

eX+(nx)* "’

e "% sinnx
(supp) 4 =, x>0 5 ——,

xeR 6 W(1+2) x>0,

Exercice 3 :

1. Etudier la continuité des f;, et celle de sa limite f, en déduire la nature de convergence.
{(n—Z)x si OSxS%

D) f,(x) =ne ™ x €R. ii) fn(x)=J 1—% si %<x£% (supp) fu(x) = 27™ x>0
1-x  si -<x<1

2. Comparer nl—i>r-|r-loo fl fnet fl f pour les suites de fonctions (fn(x))nzo:
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I(nx si 0<x<-—
2n
. nix 4 ous 4 2(1 . 1 ..
— - — —<x<-= =
Do *ER i) f(x) = In - x si 2n_x_nm)fn(x)
\ 0 si x=-
n
—x2—
xsnx si 0<x<n
n
0 si x=n

3. Etudier la nature de convergence des suites de fonctions

1)fn(x)—fx%dt x> 2. 11)fn(x)—1+f dttE[—a,a]a>0

t 1+(t
II. Séries de fonctions
Exercice 1:
a) Trouver le domaine de convergence des séries de fonctions de terme général :
#!—x)" 2. ‘:23% g nx’ 3. (Za_nz_lzn. aeC* 4. \“sm\/—;— tan j;

(-n)n x2 (-)"

n -1 o -nx?
(Supp) 5. ey (2x-=3)" 6. (-1) <n 1) 7.e cos nx 8. —

b) Prouver que les séries suivantes convergent uniformément sur [- p, p],Vp > 0

LYnz07y 2. 2ne0 ST

converge-t-elle uniformément sur R ?

(_1)1’1 szl
2n)!

3. ano

Exercice 2 : (Supp) Etudier la convergence simple et uniforme des séries de fonctions:

cosnx

1. Zn>1 2. s thnx —th(n—1)x x € R.

X X
3.2 log(l — ﬁ) 0<x<1.4 Y.so arctanm x €R.

Exercice 3

Soit f,, (x) = (=1)"In (1 + ) pour tout x € R.

(1+ D
a)Etudier la convergence normale et uniforme de la série X},,»1 fn (%)
b) Etudier la limite de S(x) = Y;,»1 fn (x) quand x — +o0.

Exercice 4

cos n2

1. Prouver la convergence uniforme sur R de la série )},,»; —— . La série dérivée converge-t-

elle uniformément ?

(Supp)2. Soitu, (x) = e~ @+ ety (x) = 2ne~@**+D " x > O,trouver la relation entre
u, (x) etwv, (x) et calculer leurs sommes .

III Séries entiéres
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Exercice 1 : Déterminer le rayon et le domaine de convergence des séries :

n —-2n
LI G 2 8 (1-9) 7 @x=D" 3. Zp(nn—1) @z + 0"

14+2...+n
5 n2+1( )
z3n 1\ n (x+1
4. Yn>0 Gt 5.2n>1 (COS ;) e
(-1)nz2n n _ n 1+in _n
(Supp) 6. Bnes 220 75y ()" = 1" 8 B (Z2) 2 — i

Exercice 2 : Calculer les sommes des séries suivantes :

2n _ (=" (=) nx™ t"sinnt
1. anzm e™ 2. Ypos 3n+z 3. Znzo— o — (2n) | 4. Yinso n!
(2-x)?n+1 n+1 (-D)"n z" 1
(Supp) 5. Z”ZOW -ano3—n 7. Z"ZOW 8. anom
1
9 Znz0 w2
Exercice 3

1) Sif(x) = Dnso an X™ avec ay,3 = 2a, Vn = 0 ,déterminer le domaine de convergence
de la série et trouver une formule explicite de f(x).

2) (Supp)Méme question avec a, 4 = —a, Yn =>0.

3) Soit f(x) une fonction développable en série entiére autour de I'origine telle que

vn=>0 f(Zn) (0) # f(2n+1) (0) %

Calculer le rayon et le domaine de convergence de la série entiére associée a f(x) et
exprimer la somme en fonction des fonctions usuelles.

Exercice 4 : Soit O¢R , |x| < 1 vérifier que:

xsin @
1-2x cos 8+x2

1-xcosf

_ 2. x™sinnf =
1-2x cos O +x?2 ano

(Supp) 1. Xpsox™ cosnf =

x™ cosn 6

= %log(l —2xcos@ +x2) 4. anlxn“ﬁTnne = Arctan (ﬂ)

3. .
Zn>1 1-x cosf
Exercice 5 : Développer en série entiere autour de I'origine les fonctions suivantes :

x+2 1 In(1+x) Arcsin x cos3x sin 2x
3+2x—x2’ (1+x2)(1-x) 1-x ' ’ ’

( #0), sinxshx,folmdu

1-xch@ x4 4x+1

(Supp) x Arctanu
pp 1-2xch0+x2 1+x2+x* " 4x3-3x+1’

xX—a
Arctan— ,Argshx, ) du.

0 u
Exercice 6 : (Supp)

2m (n!)z x2n+1

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére : X},,5¢ @i

Vérifier que sa somme f est solution sur |—R, R[ de I'équation différentielle linéaire du premier
ordre:

(x2 = 2)y 4+ xy = =2 avec y(0) = 0 .En déduire le calcul explicite de f.
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Exercice 7 :

Chercher les séries entiéres solutions des équations différentielles suivantes :

ED)A+x)y =aya>0 telleque y(0) =1

(B, ) A+x)y +xy' —y=0

(E3) v —2xy’ + 4y = 0, vérifiant y(0) = 0 et y'(0) = 1.

(E)) x2 vy +x%y = 2y = 0.

Sommes remarquables de quelques séries entiéres

xn
* = ano ot

Somme Rayon de convergence
Tix Ynzo(=1)"x™ 1
o = Znao(n + D", "
n+1 n
Ln(l - x) - Zn>0 (,n+1)
_ n n
Ln(1 +2) = Tpao (1" {1
14+x x2n+1 n
Ln(l— ) 2Yn20 iy (2n+1)
x2n+1 n
Argthx = Y5 i)’
1 _ Z P-1 n "
(1—x)P — 4nz0 n+p—1x .
Arctanx 2 ( 1)71 2n+1 n
nz0  (on+1)
a(a-1)(a-2)..(a—n+1)x™ "
(1+x0)*=142%n ~ :
i _ (Zn)!x2n+1 n
Arcsin X = Y50 G2t D)
_ (_1)n(2n)!x2n+1 n
Argshx = 2inzo (2"n)?(2n+1)
+00

x2n+1

Shx = anom

271

= Zn20 Gy (2n)!
X . n x2n+1 n
Sin X = Y20 D" G

— n X2
cos X = Ynzo(=1)" 5
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