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Exercice1( 12 pts)
Soit E l�espace vectoriel des fonctions continues de [-1; 1] à valeurs dans

R. Pour f 2 E, on pose N(f ) =
R 1
�1 jf (t)j dt

1) Montrer que N est une norme sur E.
2) On dé�nit une suite (fn)n2N� d�éléments de E, par

fn(t) =

8<:
�1 si � 1 � t � � 1

n

nt si � 1
n
� t � 1

n

1 si 1
n
� t � 1

a) Représenter graphiquement fn pour n = 1;2;3 et véri�er que fn 2 E
pour tout n� 1.
b) Montrer que N(fn -fp) � sup( 4n ;

4
p
) et en déduire que (fn)n est une suite

de Cauchy.
c) On suppose qu�il existe une fonction f 2 E telle que (fn) converge vers

f dans (E;N). Montrer que pour tout 0<� < 1, on a

lim
n!1

Z ��

�1
jfn (t)� f (t)j dt = 0 et lim

n!1

Z 1

�

jfn (t)� f (t)j dt = 0

et

lim
n!1

Z ��

�1
jfn (t) + 1j dt = 0 et lim

n!1

Z 1

�

jfn (t)� 1j dt = 0 .

d) En déduire que

f(t) =

�
�1 si -1 � t < 0
1 si 0 < t � 1:

e) Prouver �nalement que (E;N) n�est pas un espace complet.
Exercice2 ( 8 points )
Soient (E;d) et (E�,d�) deux espaces métriques et f : E !E�une applica-

tion continue.
a) Montrer que si K est une partie compacte de E, alors f (K) l�est aussi.
b) On considère f : R!R dé�nie par f (x) = cosx. Expliciter f �1([-1;1]).
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c) Montrer que si K est une partie compacte de E
alors f�1(K ) n�est pas forcément une partie compacte.
Correction:
Exercice1
b) On prend par exemple p � n;

N(fn � fp) =

Z 1

�1
jfn(t)� fp(t)j dt =

Z � 1
n

�1
jfn(t)� fp(t)j dt+

Z 1
n

� 1
n

jfn(t)� fp(t)j dt

+

Z 1

1
n

jfn(t)� fp(t)j dt

=

Z 1
n

� 1
n

jfn(t)� fp(t)j dt � 2
Z 1

n

� 1
n

dt =
4

n
:

c)

lim
n!1

Z ��

�1
jfn (t)� f (t)j dt � lim

n!1

Z +1

�1
jfn (t)� f(t)j dt = 0

et aussi

lim
n!1

Z +1

�

jfn (t)� f (t)j dt � lim
n!1

Z +1

�1
jfn (t)� f(t)j dt = 0:

De même pour 0<� < 1 �xé et n assez grand on a 1
n
< � ou �� < � 1

n
: Ce

qui donne

lim
n!1

Z ��

�1
jfn (t) + 1j dt =

Z ��

�1
j�1 + 1j dt = 0 et lim

n!1

Z 1

�

jfn (t)� 1j dt =
Z 1

�

jfn (t)� 1j dt = 0.

d) Par l�unicité de la limite, on déduit que

f(t) =

�
�1 si -1 � t < 0
1 si 0 < t � 1: :

Exercice2
a) Soit K une partie compacte de E. Soit (yn)n2N une suite de f(K),

alors il existe une suite (xn)n2N de K telle que yn = f (xn). Puisque K est
compact il existe une sous-suite (xnk)k2N de la suite (xn)n2N convergente i.e.
xnk ! x et comme f est continue, on déduit que ynk = f (xnk)! y = f (x) :
f(K) est alors compact.
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b)Nous avons f �1([-1;1])=fx 2 [�1; 1] : f(x) 2 Rg = fx 2 [�1; 1] : cos x 2 Rg =
R:
c) Ce qui montre que l�image réciproque d�une partie compacte par une

fonction continue n�est pas nécéssairement compacte.
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