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Exercicel ( 4 points)
Soient A et B deux parties d’un espace métrique X.
Montrer que AUB =AUB
et A°U B° C (AU B)° ( donner un exemple ou l'inclusion est stricte ).
Exercice2 (5 points )
On considére 'ensemble Z des entiers non nuls et 'application
d:7*x7Z* — R"
(nym) — |5 = 5|
a) Montrer que d est une distance sur Z* .
b) Soient a € Z* |, ¢ € R** et B(a,€) la boule ouverte de centre a et de
rayon €. Montrer que

n € B(a,¢€) <=>l—6<l<1+6.
a n o a
¢) Décrire explicitement B(1,1), B(1, 1).
Exercice3 ( 6 points )
On considére E = CY ([0,1], R) I’ensemble des applications continues de
[0,1] dans R . Pour tout f € E, on pose

1
1l = /0 () dt.

1) Montrer que ||.|| est une norme sur E.

2) Pour tout n € N, on pose fp(z) = z™.

Montrer que la suite (fy), oy converge dans (E,||.|[) vers la fonction
nulle.

3) Montrer qu’en tant que suite de fonctions, la suite (fy,),,c ; ne converge
pas vers la fonction nulle.

Exercice4 ( 5 points )

Soient X et Y deux espaces métriques et f : X — Y une application
continue.

Montrer que

VBCY, f[1(B)C f1(B) et fF1(B°) C(f1(B)".
Corrections

Exercicel

Montrons que AUB = AUB

Nous avons A C Aet BC B= AUB C AUB et puisque AU B est le
plus petit fermé contenant A U B, on déduit que AU B C AU B.



Nous avons aussi A C AUB et BC AU B ce qui donne A C AUB et
BCcAUB=AUBC AUB.

La relation A° U B° C (AU B)? découle du fait que A C AU B et
BCAUB = A°C (AUB) et B° C (AUB)” = A°UB° C (AUB)°.

Cette derniére relation est en général stricte comme le montre 'exemple

suivant:
A=1[0,1]e B =11,2] = AUuB = [0,2], A° = ]0,1[, B° = ]1,2]
= (AUB)? =1]0,2[ et A°UB°=10,1[U]1,2[=]0,2[ — {1}
Exercice2
a) d est une distance sur Z*
Hdnm)=|2-Ll=0=l-l=-0sl=lon=m
i) dn,m) = [ =] = | & = £ = d(m,n)
i) ¥n,m,p € 27, d(n,m) = |2 -k = |-L4 1oLl <114

‘% — %‘ = d(n,p) + d(p,m).

b) Pour a € Z* , e € R™ et B(a,e) = {n€ Z*: |1 — 1| < ¢}, ona:

nEB(a,e)@}l—f‘<e(:>—e< —lcee—eti<lcet!

o)ne€e Bl e 0<i<c2eneztie Bl = 2 et
neB(L)ei<i<ioicn<2en=1 ie B(1,1)={1}.

Exercice3

1) ||| est une norme sur E.

Remarqu’on d’abord que ||.|| est bien définie puisque la t — |f(t)] est
continue et donc intégrable sur [0, 1].

) I =y lf 0] dt =06 f(t) =0, Vi€ [0,1] & f=0.

i) VA € R, Al = fy IOl dt = |A] fy [F@®)] dt = AL £I]-

i) Vg€ B |If+gll = [y [£(8) +g®) dt < [ [F®)]dt+ [y |g(t)| dt =
11+ gl -

2) Convergence de (fy,),, dans (£, |.|).

t"+1

1
1.n
1fall = Ji 1u®)ldt = fy #7dt = |557] = 25 = 0 quand n — o.
3) Onapour 0 <z <1 lima™ = 0 et alors lim,_,o fn (z) = f(x) =

n—oo
1 pour z =1
0 pour 0<z<1

Exercice B

Puisque f : X — Y une application continue et que B est fermé dans
Y alors f~! (B) est un fermé de X. Par ailleurs f~1 (B) C f~! (B) et que
f~1(B) est le plus petit fermé contenant f~1(B), on déduit que f~1(B) C
1(B) .

De méme B° étant un ouvert de Y alors f~!(B°) est un ouvert de X

contenu dans f~! (B) et puisque f~! (B)° est le plus grand ouvert contenu
dans =1 (B), on déduit que f~1(B°) C f~1(B)°.




