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L2 Math : Analyse llI

CONTROLE CONTINU (durée 02h)

Exercice 1 : (06pts)

Etudier la nature et calculer en cas de convergence la somme des séries :

1) +oo __Chnx (xeR) 2) Enzzﬁ(ﬁﬁ“’k—i) 3) Yne1(—1)"sin (T[ n?+ 1)

n=1n(cpx)n’
Exercice 2 : (06pts)

(-D"(3x-1)*"

n2n-1) x€R n=>1 .0npose v,(x) =u',(x).

1. Soit u,(x) =
Déterminer le rayon R et le domaine de convergence de la série entiére Y},-; U, (x)
2. Calculer la somme V(x) = Y51 Va(x) et [i V(t) dt pour |x - §| <R.

3

="

en déduire lasomme U(x) = X5 Up(x) et S= Zn21m.

Combien faut —il prendre de termes dans la série pour obtenir une valeur approchée de S
a 10~ 2prés et préciser le signe de I'erreur.

3. En utilisant la décomposition en éléments simples de retrouver lasomme U(x).

1
n2n-1)’

Exercice 03 : (08 pts)
I.  Soitla suite de fonctions définie par f,,(x) = thx — th(n+ 1)x , x € R,neN .

1) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn(x))ndans R et dans R*.

2) Déterminer le plus grand intervalle de convergence uniforme inclus dans R* .

3) Calculer lim,_ e foafn(x) dx et foa Lm0 fn(x) dx a > 0 ,conclure !

II.  On considere la série de fonctions de terme général
u,(x) = th(n+ 1)x —thnx, xR etn=>1.

1) Trouver le domaine de convergence D, de la série Y,51 un (x).
2) Etudier la continuité de la somme U(x) = )},,51 U, (x) dans D, en déduire la nature de
convergence de la sériesur D, .
3) Etudier la convergence normale sur l'intervalle [a, +o[. a > 0.

. Soitla série de terme général v,(x) = nu, (x),x > 0.
1) Montrer que ,,,»1 U, () est convergente pour tout x > 0.

1 2e%%
2) On pose V(x) = Y;,51 v, (x), montrer que : 267D < V(x) < e

1
(1-x)2 )

(ondonne X,so(n + Dx™ =
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Corrige

Exercice 1 : (06pts)

h 1 x \T A 1
DO2,5pts) u, = g =3 (5) + () | =5l + )

ex

q1 = P 0< q1 <1
avec x Vx € R.
=—- 0< <1
42 = xio=x a:
Ainsi, la série Y42 u, est la somme de deux séries géométriques convvergentes alors elle

converge Vx € R et a pour somme :

L e™X
_ 19+ . n n_ l( q1 qz ) _ 1 Schx 2chx = ch?
S n=191" tq2° = 3 r— + o) T2\ e + ) ch2x.

T2
2chx 2chx

1 1 Ry o s . .
2)(02pts) v, = %(Z;{w ﬁ) = l:tlnl' En utilisant le critére de comparaison avec I'intégrale :

1

o f(x)= = X > 2 ,fest positive ,décroissante et continue .
+oo +00 dx 117 1
- o= G =0] =2

(1pt)Alors v, ~ —,on utilise encore le critére de comparaison avec |'intégrale avec

e f(x)= — x>2 ,f est positive ,décroissante et continue .
+ xinx + d +o0o d
%) _ © dx codu _ + _
o [, fodx= [, ——=[, =[x} =+

(1pt)Alors 3 v, diverge .
1
3) (01,5pts) w, = (—1)"sin (n n? + 1) = (—=1)"sin <1Tn (1 + %) 2) .
wy, = (—1)"sin (Ttl‘l(l + ﬁ + % € (%)) avece (%) - 0qdn - 4o

= (=1)"si Tr,r i) = sin(Z+Z (i) ~=
wy, = (=1)"sin (Trn+2n+ns(n2 ) sin (2n+ns = =
+oo T

1 est une série de Riemman divergente. Alors Y,7* w, diverge .

2n
Exercice 2 : (06pts)

_ (_ 1)113211

(_1)n(3x_1)2n (—1)"32'1(.7(—%)2" +o0 n 2n — m Aon+1 = 0
= = 21 an(x - xO)

n(2n-1) - n(2n-1)

1. u,(x) = L
X0 =3
3

(1pt) Le rayon de convergence de Y,5; Uy (X)

1
° |512n|5=—3 —— 3 qdn - +o0
[n(2n-1)]zn
1
° |a2n+1|ﬂ=0—>0 qdn - 4+

1
, L 1
e limSupy_+el aylr = 3, alors le rayon R = 3

(1pt) Le domaine de convergence de ),,51 Uy (x)
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1 1
o |x - §| < == Y1 Un(x) converge.

3
1 1 .
. |x _ §| >3 Yins1 Un(x) diverge.
1] 1 1 1
o |x — 5| =2, lu,(x)| = D > Yins1 Un(x) converge absolument

Ainsi D, = [0,%].

(-1)"6(3x—1)2n-1

2.(0.5pt) V(x) = Xpoq Ua(x) = Xpo1 U n(x) = Xpsq = —6arctan(3x—1) ,

(2n-1)
Pour |x — l| <L sachant que Y, come arctan(X) avec|X|<1
3l T3 nz0  (2p+1) =
(1pt) I = [ V(t) dt = — [i 6arctan(3t—1) dt =f03x_1 — 2arctanu du : intég.par partie
3 3
3x-1 3x-1 _2u 2y13x-1
I = —[2u.arctanu]g** — [ oz du = —[2u.arctanu — In(1+u?)]g* .

[ =-23x—-1).arctan(3x — 1) + In(1 + (3x — 1)?).

(0.5pt) U(x) = Dpoq Un(x) U'(x) =X 551 U'n(x) =V (x)(on peut intégrer terme a terme une série
entiere) U(x) = U G) = [ V@) dt=1
N—— 3

0

(0.5pt)D’aprés le second lemme d’Abel S = an1% = linol U(x) = —2arctanl + In2 = In2 —
_ pha
T
2
(-1 . . e 1
(0.5pt) Xipsq n(2n—1)eSt une série alternée ,son reste vérifie :|R, | < D@D

< 1072 >7
m+D2n+1D) > pourm =

(0.5pt) Le signe de I'erreur R est le signe de son premier terme ug donc positif
3. (01pt) En utilisant la décomposition en éléments simples :

1 -1 2 -D"(3x—1)*" -1)"(3x-1)%" -1)"(3x-1)*"
=,U(X):Z (-1D"(3x-1) _ anl( )(nx ) +22n21( )*(3x—1)

nen-1  n ' (2n-1) n21" 1) (2n-1)

=n(1+ Bx—-1)%) —2Bx—1).arctan(3x — 1) pour |[3x — 1| < 1,sachant que :

(_1)nX2n—1

e arctanX pour |X| < 1.

Xn
an:]_? = _Ln(l - X) et ZTLZl

Exercice 03 : (08 pts)
I. 1) (1.25pt)Convergence simple : f,(x) = thx — th(n+ 1)x, xE R,n €N .

thx —1 six>0
limyrofn(x) = f(x) =40 six=0
thx+1 six<O0

La suite (f;,)n converge simplement sur R vers f .
e (0.25pt) lim,_o+f(x) = —1 # f(0) alors f n’est pas continue au point x=0 .
e (0.5pt) Comme la suite (fy,)nest une suite de fonctions continues sur R, alors la convergence

n’est pas uniforme dans R .

e (0.5pt) Dans R*, soit la suite (x,), C R* x, = ﬁ limp_iofn(n) — f) =1#0

L2MATH Analyselll Contréle continu 2018/2019 Page 3



Alors la convergence n’est pas uniforme dans R*.

2) (0.75pt) Le plus grand intervalle de convergence uniforme inclus dans R* est [a, +oo[,en

—2(n+1)x
2e < 26—2(n+1)a N 0 n - +oo

effet:Vx € [a,+o[, |f,(x) — f(x)| =

14+e—2(n+1)x

alors  lim_,ollfn —fll=0

n(ch(n+1)x)1% _

3)(01pt) foa [ () dx = foa thx — th(n + Dx dx = [ln(chx) - =

(n+1) 0
v(+00)
. _ In(ch(n+)a) _ In(ch(nta) " In(e™VY) _
= In(cha) (nt1) - In(cha) —a n - +oo car (n+1) (n+1) a

foa Limy sy o0fn (x) dx = foa thx — 1 dx = [In(chx) — x]¢ = In(cha) — a

(0.25pt) On remarque que :  lim,_, .o foa () dx = foa limy_ 400 f5(x) dx et pourtant |a
convergence n’est pas uniforme sur [0, a] . L'égalité des intégrales n’implique pas la convergence
uniforme de la suite de fonctions. (La réciproque du critére d’intégrale est fausse)
. up,(x) = th(n+1)x —thnx, xR etn=>1.

1) La série )51 U, (x) est une série télescopique.
(01pt) S, (x) = Y=g ur(x) = th(n+ 1)x — thx = —f,(x), alors Le domaine de convergence

D.=R.
2)(0.5pt) U(x) = Ypsr Un(X) = limy_16S,(x) = —f(x) qui n’est pas continue sur R,
comme la série ), ;51 U, (x) est une série de fonctions continues sur R, alors la convergence n’est
pas uniforme sur R .

3) 01pt) Soit a > 0, |luyll = supq +o[ltn(X)| = supq +oth(n + Dx — thnx

La fonction th(.) est croissante dans R (th'(x) = m+m > 0 Vx € R), ainsi

Vx > a thnx >thna etth(n+ 1)x <1= lim,,,oth(n+ 1)x

e < 2e7M =, = 2(e”)"

endye—na —

Alors |lu,ll <1 —thna =

Y, Cpestune série géométrique convergente alors Y, ||lu,|| converge ou }},,5; u, (x) converge
normalement sur [a, +oo[

nm.  v,(x) =nu,(x),x>0.
1
1) (0.5pt) Vx >0 0 <wv,(x) <2ne™ =b,, lim,(by)n=e"*<1=) b,converge.

Alors Y.,5; vn (x) est convergente pour tout x > 0.

e(n+1)x_e—(n+1)x eNX_p—Nx (ex_e—x)e—(2n+1)x
2)( O-Spt) Un(x) =n (e(n+1)x+e—(n+1)x - eNX fo—Nx =4n (1+e—2(n+1)x)(1+e—2nx)
—ox —onx (1_e—zx)e—2x Ze—2x _ 2€2x
v (x) < 2n(1 —e e = Vs V(X)) <2 e S T T i)
n(l_e—zx)e—znx (1_e—zx)e—2x 1
> > = .
va (%) 2 2 V(x) 2 2(1-e—2%)2 2(e2¥-1)

Ainsiona: ——— < V(x) <27
To2(e?*-1) T ~ (e?¥-1)%"
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