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Examen final

« L'usage de la calculatrice est strictement interdit »

Questions de cours : (06 pts) Soit la matrice :
1 0 1
A=|1 1 0
0 1 1

2. La matrice A est-elle inversible ? Dans le cas affirmatif, déterminer son inverse A~1

1. Calculer le déterminant de A.

3. On considere le systeme d’équations linéaires suivant :
x+z=4
)] {x +y=3
y+z=5
En utilisant la méthode matricielle, résoudre ce systeme.

Exercice 01 : (05 pts)

1. Vérifierque:x3+1=(x+1Dx%?—-x+1)

2. Décomposer, en une somme de fractions simples, la fraction rationnelle suivante :
x2+2
x3+1

J1x2+2d
0o X3+1 *

3. Calculer l'intégrale définie :

Exercice 02 : (05 pts)
On considére I'équation différentielle : 2y" + y' —y = xe*  (E)

1. Résoudre I’équation sans second membre associée a (E) :
2y"+y' —y=0 (Eop)
2. On désigne par : y,(x) = (ax + b)e*, une solution particuliére de I'équation (E),
déterminer les valeurs de a et b.
3. En déduire la solution générale de I'équation (E).

Exercice 03 : (04 pts)
1. Donner le développement limité de la fonction x +— In(1 + x) a I'ordre 2, au voisinage de 0.

In(1+2x)-2x

2. En déduire la valeur de la limite : lim,._,, =

Bon courage



Corrigé

Questions de cours : (06 pts) Soit la matrice :

1. Calcul du déterminantde A :
1 0 1
1 1 0
0 1 1
2. La matrice A est inversible puisque son déterminant n’est pas nul (0.5 pt).

Calcul de I'inverse de A par la méthode de Gauss :

Det(A) = =+1|1 2|—1|(1’ i|+0|(1’ é=2(01pt)

Ly/1 0 111 0 0
L1 1 0/0 1 0
L;\0 1 110 0 1
1 0 111 0 0

L,—L;|0 1 —1|]-1 1 0] (0.5pt)
01 1lo o0 1
10 111 0 0

0 1 —-1/-1 1 0](0.5pt)
L;y—L,\0 0 211 -1 1
L 1L 1 1 1
17271 0 02 2 2

L+1L 01 0/ 1 1 1 | (0.5pt x2)
1T2™10 0 272 2 2
1 -1 1
1 1 1
10021§ 12

1 01 0l-= = = |(0.25p0)
“L.lo o 1| .2 2 2
27 111
2 2 2

D’ou :

1 1 -1
Al= E(‘l 1 1 ) (0.25 pt)
1 -1 1

2eme réponse possible : calcul de I'inverse par la méthode des cofacteurs :

1 .
t o= (—=1)iHIA..
A(O.ZSpt),bU det(A)( 1) A;;(0.25 pt X 9)



3. Laforme matricielle du systeme :

1 0 1\ /x 4
(1 1 0) (y) = (3) autrement noté AX = B (0.5 pt)
0 1 1/ \z 5

Puisque la matrice A est inversible, le systéme admet une solution unique :
X =A"1B (0.5 pt)

/1 1 -1\/4\ [1
=3 1 1)(5)-(2) sen
1 -1 1/\s/ \3

iex=1y=2etz=3(0.5pt)
2¢éme réponse possible :

Donc:

1 0 1)4

(1 1 0 3)
0 1 1I5
1 0 1]4
0 1 115
1 0 1]4

(0 1 -1 —1> (0.5 pt)
L;—L,\0 0 21l6
x+z=4
D’ou, on obtient: {y —z=-1(0.5pt)
22 =6

Ce quiimpliqguex =1,y =2etz= 3 (0.5 pt)
Remarque : on accepte aussi la méthode de Cramer
Exercice 01 : (05 pts)

1. Vérification de I'identité remarquable (0.25 pt).
2. Ladécomposition en éléments simple :

x*+2 a bx + ¢

x3+1=x+1+x2—x+1 (0.5pt)
_ x?+2

aleirzll(x+1)x3+1= 1 (0.25 pt)

_ x% +2 .
xEwam=a+b@1=a+bcadb=0(0.5pt)
pour x = 0 on obtient:2 = a + c,ou encore c = 1(0.5 pt)
D’ou:
x2+2_ 1 1
x3+1_x+1+x2—x+1




3. Calcul de l'intégrale :

f1x2+2d _fl 1 4 +f1 1 p
o X3 +1 x—0x+1x Oxz—x+1x

1
1
L x+1dx= [In(x + 1)]§ =In2 (0.5 pt)

[ S S Ty
S —xt+ 1 12 * (0. p)_SO
(x=3) +

- 5(-2)
u—3x2

du =—

2d
X
V3

1
2 (73 1
= — du (0.5 pt
@f_i (0.5 pt)
3

N

) (0.5 pt)

u+1
1

2 -

— [Arctgw)]™?, (0.5 pt)
V3 -

2_7T 0 5 t
3v3 (02 P

Diod jlx2+2d _2m 2
0u.0x3+1 x—3\/§ n

Exercice 02 : (05 pts)

1. Soit 'ESSM :
2y"+y' —y=0 (Eg)

L’équation caractéristique associée : 2r% + r — 1 = 0 (0. 5pt), admet deux solutions réelles :

n=-letn =% (0.5 pt)

1
Donc la solution de (Eg) est : yo(x) = cie™ + c,e2”, tel que ¢y, c, € R (1 pt) .

2. Ona:
%(x) = (ax + b)e*
yI;(x) = (ax + b + a)e*(0.25 pt)
yz;’(x) = (ax+ b + 2a)e*(0.25 pt)

En remplacant dans I’équation (E), on obtient :
2(ax+ b+ 2a)e* + (ax + b + a)e* — (ax + b)e* = xe* (0.5pt)
Par identification,

{ 2a =1 (0.25pt)
5a +2b =0 (0.25 pt)



R 1 5 1 5
D'ol:a=>eth=—~ (0.5pt)et y,(x) = (Ex _Z) e*(0.5 pt)

3. Lasolution générale de I’équation (E)est :

y(x) = yo(x) + yp (%)
1 1
y(x) = Z(Zx —5)+ cie™ + c,e2%, ¢y, ¢, € R(0.5 pt)

Exercice 03 : (04pts)

1. Le DLde lafonction x — In(1 + x) a l'ordre 2, au voisinage de 0 :
2

In(14+x)=x— x7 + o(x?) (1.5pt)

2. D’apreés la premiere question :
2

In(1 + 2x) = 2x — (2x + 0(x?) (1 pt)

D’ou :

2x)?
o In(1 4+ 2x) — 2x 2x — ( 2) —2x —2x?
lim =

x—0 x2 x—0 xz x>0 X

lim = lim——= -2 (1.5 p?)



