Université Abou Bekr Belkaid A.U 2018-2019
Faculté des Sciences- T.C SM 06/01/2019

Epreuve Finale (MaTHS1)-1"30™"
(L’usage de la calculatrice est strictement interdit)

Exercice 1(cours):(10pts)

1. Soit P(z) = 2? + 4z + 8;x € R.
(a) (1 point) Résoudre dans R I’équation P(z) = 0.

(b) (1 point) Ecrire P(z) sous la forme d’une somme de deux carrés.

1
P(z)”

(¢) (2 points) En déduire la primitive de g; g(z) =
2. On considéere Papplication f: [0,7] — [—1, 1] définie par
f(z) = cos(x).

Rappelons que z — arccos(z) est Papplication réciproque de f notée f~1.
(a) (2 points) f~! est-elle paire? Justifier votre réponse.

(b) (2 points) En utilisant I'intégration par partie, calculer I'intégrale indéfinie
suivante.
/ arccos(z) dz.

3. (2 points) Montrer que arccos(x) + arccos(—z) = m; Vo € [—1,1].
Exercice 2:(05pts) On définit une relation V sur R par:
xVy < dneN, y=a".
1. (4 points) Montrer que V est une relation d’ordre.
2. (1 point) Cet ordre est-il total?
Exercice 3:(05pts) Soit la fonction définie par:
fa) = cos (sin(x)) six <0
1+2?In(l1+z) siz>0.
1. (1 point) Déterminer le domaine de définition de f.

2. (2 points) f est-elle continue sur R?

3. (2 points) Calculer la dérivée de f sur R*. f est-elle dérivable en 07

Bon courage
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Exercice 1(cours):(10pts)

1. Soit P(x) = 2%+ 4z +38; z € R.
(a) (1 point) Résoudre dans R I’équation P(x) = 0.

Solution: Pour résoudre ’équation, on calcule le discriminant:
A = —16 < 0, ainsi I’équation n’admet pas de solutions dans R.

(b) (1 point) Ecrire P(z) sous la forme d’une somme de deux carrés.

Solution: P(z) = (z + 2)? + 22

(c) (2 points) En déduire la primitive de g; g(z) = 2Ok

: d :
Solution: [g(z)dz = [ @i% ©.5) (1/4) / 71:2 (0.25)
- (:5)
1/2 . 2
(1/2)//(1372 (01)1(0.25) (1/2) arctan (aj i ) +C; CeR.
- (2)

2. On considere 'application f: [0, 7] — [—1, 1] définie par
f(x) = cos(x).

Rappelons que z — arccos(z) est application réciproque de f notée f~1

(a) (2 points) f~! est-elle paire? Justifier votre réponse.

Solution: La fonction x — cos(x) est paire sur R mais ne l'est pas sur
[0, 7] car si « € [0, 7] alors —z ¢ [0, 7] (01) donc la fonction
x + arccos(x) ne l'est pas non plus.(01) (Une justification par un

graphe est acceptable.)

(b) (2 points) En utilisant l'intégration par partie, calculer I'intégrale indéfinie

suivante.

/ arccos(z) dz.
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u %2 arccos(x); d
(0.25)

Solution: Soit {

. d :
Par conséquent / arccos(x) dx 029 x. arccos(x) + / rar 01

1 V1—2a?
z.arccos(z) — (1 —2?)2 +C; C €R.

3. (2 points) Montrer que arccos(z) + arccos(—z) = m; Vo € [—1,1].

Solution: Soit ¢t = arccos(—z); Vx € [—1,1] (0.25) donc

cos(t) = cos(arccos(—z)) = —x(0.5).

Par ailleurs x = — cos(t) 05 cos(m — t). En appliquant = +— arccos(x) aux
deux membres de 1'égalité,(0.25) on obtient

arccos(z) = m — t(0.5) ce qui est équivalent a arccos(x) + arccos(—x) = 7.

Exercice 2:(05pts) On définit une relation V sur R par:
xVy < dneN, y=2z".

1. (4 points) Montrer que V est une relation d’ordre.

Solution: Montrons alors que la relation est réflexive, antisymétrique et
transitive.

o V est réflexive <= Vz € R; 2V2(0.25)
OnaVreR;z=x'icin=1¢€ N donc V est réflexive.(0.25)

e V est antisymétrique < Vz,y € R; 2Vy et yVr — x = y(0.25)

dny € N; z = y"2(0.25)

Soit z,y € R tels que {:L"Vy
yVz

{EIm eN; y=2"(0.25)

(0.25) L

=" dni,ne € N; y = (y"2)™ = y™"2, ce qui implique que

ni.ng = 1(0.25) et comme ny,ny € N(0.25), alors ny = ny = 1(0.25)
et par suite z = y.(0.25) Ainsi V est antisymétrique.

e V est transitive <= Vz,y,z € R; 2Vy et yVz = 2V2.(0.25)

{Elnl €N; y=2"(0.25)

. xV
Soit x,y, 2z € R tels que
dny € N; 2z =y"(0.25)

yVz
(0.

92 dni,ng € N; 2z = (™) = 2™ et puisque n;.ny € N (0.25)
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alors x est en relation avec y,(0.25) ainsi V est transitive.
Par conséquent V est une relation d’ordre.

2. (1 point) Cet ordre est-il total?

Solution: L’ordre n’est pas total, il est partiel car par exemple:
Pour x = 5,y = 2 il n'éxiste pas d’entiers naturels n tel que 5 = 2" et
n’éxiste pas d’entiers naturels n’ tel que 2 = 5. Donc ni 5V2 ni 2V5.

Exercice 3:(05pts) Soit la fonction définie par:

cos (sin(x)) six <0
f(z) =
1+2?In(l1+x) siz>0.

1. (1 point) Déterminer le domaine de définition de f.

Solution: Dy =R(0.5) car z — cos (sin(m)) est définie sur RN] — 00, 0] =
] —00, 0] et la fonction z + 1+2% In(1+x) est définie sur | —1, +00[N]0, +-00[=
10, +00[ et par conséquent f est définie sur | — oo, 0]U]0, +oo[= R.(0.5) (Pour
la justification)

2. (2 points) f est-elle continue sur R?

Solution: La fonction x — cos (sin(x)) est continue sur | — 00, 0].(0.25),

z+— 14 2?1In(1 + z) est continue sur |0, +00[.(0.25)
Ainsi f est continue sur R*, étudions la continuité de f en 0, pour cela on
calcule la limite de f a droite et a gauche de 0.

lim f(z) = lim 1+ ’In(l+z)=1+0=1= f(1).(0.5)

z—0t
lir[I)l f(z) = 111(]51 Ccos (sin(:c)> = 1= f(1).(0.5) On a bien la limite a droite
z—0~ x—0~

égale a la limte a gauche donc f est continue en 0,(0.25) alors elle est
continue sur R.(0.25)

3. (2 points) Calculer la dérivée de f sur R*. f est-elle dérivable en 07
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Solution: f est dérivable sur R* et
, — cos(z). sin (sin(x)) si x < 0;(0.25)
f'(x) =

22.In(1 + ) + £ si z > 0.(0.25)

e Dérivabilité de f en 0:

— f(0 — f(0
f est dérivable en 0 <= lim (z) = 7(0) = lim (z) = £(0) =1
z—0- x—0 z—0t 1 —0
éxiste et est finie, dans ce cas [ = f/(0).(0.25)
— f(0 2In(1
Pour tout z €0, +oo[; lim Jw) = J10) — lim * n(l +2) =
z—0t . —0 z—0+ x
lirél+a:1n(1 + ) = 0 donc f est dérivable a droite en 0 et f}(0) =
T—
0.(0.25)
— f(0
D’autre part pour tout x €] — 0o, 0[; lim (z) = (0) =
z—=0- 1 —0
1 — 2sin? <Sm2(x)> —1 —2sin? (sz(z))
lim = lim
20— x 20~ x
.2  sin(x) i sin(z
_ —2sin ( 2 ) , 1 sm( 2()> 2 sin(z)\2
lim 5 5— = lim —<()> x<7) =
=0~ sin(z) 9 z—0— 2 Sm2x x
2 *\ sin(z) -
— 5.1.0.1 = 0(0.5) car lorsque z — 07 w — 0~ et on sait que
in(t
%i_r)ré sin(t) = 1. Donc f est dérivable a gauche en 0 et f;(0) = 0(0.25)

et puisque f3(0) = f;(0) = 0 on conclut que f est dérivable en 0
et f/(0) = 0.(0.25) Ainsi f est dérivable sur R.
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