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’ Les calculatrices et téléphones portables sont strictement interdits

Exercice 1 : (06 points)
Soient les vecteurs de R? :

u=(a,a—1,a),v=(a,1—a,a).

1. A quelle condition sur a € R, les vecteurs u et v sont-ils linéairement
indépendants ?

2. Dans le cas ou u et v sont linéairement indépendants, trouver un vecteur
w € R3 telle que la famille B = {u, v, w} soit une base de R?.

Exercice 2 : (06 points)

Soit f une application définie par :

f:R3 - R?
(z,y,2) = f(z,y,2) = (x +y,v+ 2).

1. Vérifier que f est une application linéaire.

2. Déterminer kerf le noyau de f, puis donner une base de ker f et en déduire
dim(kerf).

3. f est- elle injective ?

4. Donner dim(Imf) puis donner une base de Imf.

5. f est-elle surjective ?

Exercice 3 : (08 points)

Soient les deux ensembles suivants :

By ={(z,y,2) € R*/x+y —32=0} et By = {(z,ax,7) € R*/a € R}.

1. Montrer que E) et E, sont des sous espaces vectoriels de R3.
2. Donner une base de E; et une base de E5. En déduire dimFE; et dimE>.
3. Pour quelle(s) valeur(s) de « on a : R? = E;PEx».
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Solution Exercice 1 :
Soient les vecteurs de R3 :

u=(a,a—1,a),v=(a,1 —a,a).

1. Trouvons la valeur de a pour laquelle u et v sont linéairement indépendants.
u et v sont linéairement indépendants si pour tout o, 8 € R :

au+ fv=0rs = a==0,0.5pt

au + fv = Ogs| 0.5pt | = a(a,a — 1,a) + B(a,1 —a,a) = (0,0,0). 0.5pt

aa + Ba =0
= ¢ ala—1)+p(1—a)=0 | 0.5pt
aa + fa =0

a(a+ ) =0
= { e gy O

Ce qui entraine que si a # 0 ‘0.5pt et a # 1|0.5pt | alors u et v sont
linéairement indépendants car on obtiendra

{oz+6: =a=0=0,0.5pt

2. Pour que la famille B = {u, v, w} soit une base de R3 il suffit qu’elle soit
libre car dimB = dimR3. 0.5pt | Soit w = (wy, wy, w3) € R3, alors

autBv+yw = Ogs = afa,a—1,a)+6(a, 1—a, a)+y(wy, we, we) = (0,0,0). 0.5pt

= ¢ ala—1)+p(1 —a) +yws =0........ (2) 10.25pt

(1) = (3) = (w1 — we) =0, donc v = 0 entraine que w; # w3.
(1) +(2) —2x(3) = B(1 —2a) — a+vy(w; +wy — 2ws) = 0, donc il faut que
wy + we — 2wz # 0.0.25pt| Par exemple, on peut prendre w = (1,0, 2).0.25pt




Solution Exercice 2 :

Soit

J
(z,y,2) — (z+y,z+2)

R? — R?

1. f est une application linéaire, en effet pour u = (z,y,2),v = (2, y,2) €
R3, et \,u€R

fw)=0= (z+y,z+2)=(0,0) = {x=—y et x =—2},0.25pt

f Qu+ ) =

fA(z,y,2) +p(a,y, 2"))

= f 2+ pa', \y 4 py', Az + pe)
= Az +px’ + Ay + py', \x + px’ + Xz + p2’)
= MNzty,z+2)+up +y,2"+2)

= M (z,y,2) +uf (@, y,7)

= Af (u) + pf (v) | 1.5pt |

2. @ Ker(f) ={ueR? f(u)=0g}.

et par suite : (z,y,2) € R3 tels que

e Base de Ker(f) est B={(1,—1,—1)}0.25pt.

Ker(f) = {u e R u=(z,—x,—2), oz € R} 0.25pt

e dim(Ker(f)) =1,0.25pt

3. Injectivité : on sait que

Puisque kerf # {Ogs}, alors f n’est pas injective.‘ 0.5pt

f est injective <= ker f = {Ogs}

4. o dim(Im(f)), on a
dim(R?) = 3 = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))./0.25pt

Et par suite : dim(Im(f)) = 2.

0.25pt

0.5pt |

e Base de Im(f), comme dimIm(f) = 2 = dim(R?) et comme Im(f)
est un sous espace vectoriel de R? alors nécessairement Im(f) =

et donc la base canonique {(1,0),(0,1)} 0.5pt est une base
de Im(f).

5. Surjectivité : puisque dim(Im(f)) = dim(R?) = 2 alors f est surjec-

R2

0.5pt

tive.

1pt
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Solution Exercice 3 :
Soient les ensembles suivants :

By ={(z,y,2) € R*/x+y —32=0} et By = {(z,a2,z) € R*/a € R}.

ou « est un parametre réel.

1. @ E; sous espace vectoriel de R? :
E, # @, car (0,0,0) e Fi.| 1pt ‘

Yu = (z,y,2) € E1,Vv = (2/,y, 7)) € E;,VA\, peR:

A+ pv = Az + px', Ay + py', Az + p2').
Or,

4

Az +pa’) + Ay + py') = 3(Az+p2) = AN +y — 32) +p(a’ +y' — 32)

0 0

car u = (z,y,2) € By et v = (2,y,7) € By = Mu+pv € Ey| 1pt
e I sous espace vectoriel de R? :

Es # 0, car (0,0,0) € Ey.| 1pt ‘

Vu = (z,ax,z) € By, Vv = (2/,ax’,2’) € Es, VA, u € R :

ANz, oz, z) + px, ar’,2') = Az + p', a(Ax + p'), Az + px’).
N 7 - ~ - . 3? 7\ ‘3( o - ‘)g -
u v «

Donc,

= A\u+ puv € Ey| 1pt ‘

2. o La base de Ej :
u=(r,y,2) E 1 =>2c+y—32=0=y=3z—=x.
on obtient
u=(r,3z—z,2) = (x,—x,0) + (0,32, 2) = x(1,—1,0) + 2(0, 3, 1).

On conclu que la famille (1,—1,0),(0,3,1) | 0.5pt ‘est génératrice. Elle
est libre car :

A(1,—1,0) + 2(0,3,1) = (0,0,0) = A = p = 0.

Donc c’est une base de Fy et dim(FEy) = 2. 0.5pt
e La base de Fy : v = (2,y,2) € Fy = v = (z,ax,z) = z(1,a, 1) donc
{(1,,1)} | 0.5pt fest une base de Ej et par suite dim(Es) = 1. 0.5pt

3




3. La valeur de a pour laquelle
R = E) @ E».

Pour que F; et FE5 soient supplémentaires il est nécessaire d’avoir E1 N Ey =
{Ogs}. Soit X = (z,y,2) € E; N E, alors

z+y—3z2=0
2= 0.5pt
Yy =ax

en substituant la valeur de y et de z obtenues des deux dernieres équations
dans la premiere, on obtient

T+axr—3x=0,

soit encore

(a —2)x =0, 0.5pt

pour que la seule solution soit la solution triviale z = 0, il est nécessaire
d’avoir (o —2) # 0 (car si (o« —2) = 0, tous les réels sont solutions.) Donc
si a # 2 alors x = 0, en revenant aux autres équations on a que y = z = 0,
soit que F1 N Fy = {Ogs}. D’'un autre c6té, comme dim(FE; + Ey) = 3 donc
E, + E; =R3, et en conclusion E; @ Ey = R3,| 1Ipt
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