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Exercice 1 :
Soit R, la relation définie sur R par :

tRye 2> -y =x—y.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de x pour tout réel z.
3. Déterminer ’ensemble quotient.

Solution Exercice 1

1. Pour montrer que R est une relation d’équivalence il faut qu’elle soit : réflexive, symétrique
et transitive. La réflexivité est obtenue en remplcant y par x. En effet :

TRr = 22 — 2> =2 — 2 = 0 = 0, c’est une propriété qui est vraie donc R est réflexive.
Prenons z,y € R et montrons que si 2Ry = yRx. C’est la symétrie. Chose qui est évident
car si on multiplie la quantité 2 — y> = x — y par —1, on obtiendra y? — 22 = y — x, ce qui
implique que yRz.

Maintenant, on prend z,y,z € R. Montrons que si xRy et yRz alors £Rz. On aura deux
équations 22 —y? = x — y et y? — 22 = y — 2. En faisant I’addition on obtient que 22 — 22 =
xr — z = Rz. Donc R est transitive.

Conclusion : R est une relation d’équivalence.

2. c(z) ={y € R/zRy}. Soit y € cl(z) alors on a :

?—y=r—y=>(@-y)(z+y) - (z-y) =0

(x—y)lr+y—1=0=>y=azVy=1—u=.
= cl(z) ={z,1 —z}.
3. L’ensemble quotient R/R = |J cl(z) =R.

z€R

Exercice 2 :
Soit F un ensemble et {X;, X5, ..., X,,} une partition de F. On définit la relation binaire R
dans E en posant, pour tout couple (z,y) € E? :

TRy < Ji € {1,2,....,n}, tel que (x € X; et y € X;).

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer les classes d’équivalences modulo R.



Solution Exercice 2
1. Montrer que R est une relation d’équivalence :
a. R est une relation réflexive : En effet,

rRx = Ji € {1,2,...,n}, tel que (z € X; et x € X).
b. R est une relation symétrique car :
TRy = Ji € {1,2,...,n}, tel que (z € X; et y € X;).
= i € {1,2,...,n}, tel que (y € X; et z € X;).

= yRz.

c. R est une relation transitive : Soit 2Ry et yRz :

TRy = Ji; € {1,2,...,n}, tel que (z € X;, et y € X3,)
yRz = Jiz € {1,2,...,n}, tel que (y € X;, et z € X,)

On remarque que le y est a la fois dans X, et X;, chose qui n’est pas vraie car les X; forment
une partition de F. Donc forcement X;, = X;, ce qui implique que 7; = i5. Finalement, on
adie€{l,2,..,n}, tel que (z € X; et z € X;) = zRz.
2. cd(z) ={y € E/zRy} = X,.

Exercice 3 :

Soit dans R? la relation définie par :

(z,y)R(z",y) & (x <2’ ety <Y).

1. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total 7
2. Préciser deux majorants, deux minorants, la borne supérieure et la borne inférieure de la
partie A = {(1,2),(3,1)}.

3. La partie A possede t-elle un plus grand élément et un plus petit élément ?
Solution Exercice 3

1. Montrons que R est une relation d’ordre :

~ R est réflexive : V(z,y) € R? : (z,y)R(z,y) & (x <z et y < y).

— R est anti-symétrique :V(z,y), (z/,y') € R? :

/ / < / < /
{(fc,y)R(x,y)i(w\x SBYSY) | ety =y

(@, Y )R(z,y) = (2’ <z ety <y)

~ R est transitive :V(z,y), (¢/,y), (", y") € R? :

{ ( (z,y)R(2",y) = (x < 2’ et y < ¢)

< < ",
x’,y’)R(x”,y”) - (x/ <z et y/ < y//) r<sr ety<y = (I,y)R(ZL‘ Y )

L’ordre n’est pas total car par exemple (0, 1) n’est pas en relation avec (1,0) et inversement.




2. Soit A = {(1,2),(3,1)}.
(mq, my) un minorant de A si V(z,y) € A : (my, ma)R(z,y).

ma < 1 A\ Ty < 3

mo < 2 /\m2 < 1°
Donc l'ensemble des minorants N = {(mq, my) € R?*/my <1 Amy < 1}
(M, Ms) un majorant de A si V(z,y) € A: (z,y)R(M;y, Ms).

My Z1ANM; =23

My Z22ANMy 21"

Donc I'ensemble des majorants M = {(M;, My) € R*/M; > 3 A My > 2}.
Conclusion : SupA = (3,2) et InfA=(1,1).
3. La partie A ne possede ni plus petit élément ni plus grand élément.

Exercice 4 :
On définit dans Z la relation S par :

aSbs a<b+ 1.

1. Vérifier que 0S1 et 150. Donner une conclusion.
2. Soit R la relation définie sur Z par :

aRb<sa< b+ 1.

Montrer que R est une relation d’ordre dans Z.

Solution Exercice 4

1. On peut vérifier facilement que 051 et 150 mais 0 # 1 ce qui implique que S n’est pas
anti-symétrique.

2. Montrer que R est une relation d’ordre dans 7Z :

a. La réflexivité : soit a € Z,aRa = a < a + 1 une proposition qui est vraie.

b. L’anti-symétrie : soit a,b € Z. On a :

aRb=a<b+1=a<b
bRa =b<a+1=b<a

c. La transitivité : soit a,b,c € Z. On a :

<
{aija<b+1:>a\b sa<c=>a<c+1=aRe

bRe=b<c+1=>b<c

Conclusion : R est une relation d’ordre dans Z.




