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Exercice 1 :
Dans chacune des questions suivantes, on donne un ensemble E et des parties A et B de E.
Déterminer explicitement les ensembles AN B, AU B, AN B ainsi que AN B.
1. E={1,2,3,4},A={1,2}, B = {2,4}.
2. E=R,A =] —0o0;2], B=[3;+0c0].
3. E=R,A =N, B =]0; +o0][.
Solution Exercice 1
1.AnB={2};AUuB={1,2,4}; A
2.ANB=0; AU B =] — 00; 2] U [3;
3. ANB=N5AUB=[0;+0; ANB = {0};An B=R*\N.
Exercice 2 :
Soit A un ensemble, et X,Y et Z des parties de A. Démontrer les propriétés suivantes :
a. Ca(Ca(X)) = X.
b. CA(X U Y) = CA<X) N CA<Y) et CA(X ﬂY) = CA(X) U CA(Y)
c. XCY <& CA(Y) C CA<X)
Solution Exercice 2
a. Montrons que C4(Ca(X)) = X.
i). Montrons que C4(Ca(X)) C X. Soit x € Cx(Ca(X)). Cela veut dire que z ¢ Ca(X),
c’est a dire que x € X. Donc Cy(Cx(X)) C X.
ii). Montrons que X C Cy4(Ca(X)). Soit z € X. Ceci implique que z ¢ C4(X). Donc
z € Cy(Ca(X)). D’aprés i) et ii), on a montrer I’égalité.
b. Soit z € C4(X UY). Ceci entraine que x ¢ X UY. Cela veut dire que z ¢ X et z ¢ Y.
Donc z € Cy(X) et € Ca(Y) = x € Cu(X) NCy(Y). L'implication dans le sens inverse
ainsi que Ca(X NY) = Cy(X) U C4(Y) se démontre de la méme maniere.
c. Soit x € Cy(Y), ce qui implique que = ¢ Y et x ¢ X car X C Y par hypothese. Donc
x € C4(X). L’implication dans le sens inverse ce démontre de la méme maniere.
Exercice 3 :
Soient A et B deux ensembles.
1. Démontrer que P(A N B) = P(A)NP(B).
2. Démontrer que P(AU B) D P(A) UP(B). Y a-t-il égalité ?
Solution Exercice 3
1. Montrons que P(AN B) = P(A) N P(B).
Soit F € PANB)  ECANB & ECAet EC B E € P(A) et E € P(B).
< FE e P(A)NP(B).
2. Montrons que P(AU B) D P(A) UP(B).
Soit £ € P(A)UP(B) = E € P(A)ou E € P(B) = E C Aou E C B. Ceci implique que
ECAUB=FEecP(AUB).
En générale, on a pas égalité dans 2). Il suffit de prendre A = {1,3} et B = {2}.
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Exercice 4 :
Soit F/ un ensemble, A et B deux parties de E. On définit la différence symétrique de A et de
B par:

AAB=(AUB)\ (ANB).

a. Que valent AAA et AA(D?

b. Montrer que AAB = (A\ B)U (B \ A).

c. Montrer que AAB = (AN B)U (AN B).

d. Montrer que (AAB)AB = A.

Solution Exercice 4

a. AAA =0 et AAD = A.

b. Montrons que AAB = (A\ B)U(B\ A). Donc x € AAB si et seulement si ou bien z € A
ou bien z € B (le ou exclusif). Alors on a AAB = {z € A ou bien = € B}.

AAB={(zre ANz ¢ B)V(reBVvVz¢A)}

AAB={(zx € A\B)V(z € B\ A)}.
AAB = (A\B)U(B\ A)}.
c. Montrons que AAB = (AN B)U (AN B).

AAB={rx € AUBetz ¢ AN B}.

AAB={re AUBetz€ AUB}.
AAB={(r€ AVvzeB)et (r€ AVxec B)}.
AAB={(r€ ANz e€B)ou(r € ANz € B)}.
AAB={xe€ AnBouz e AN B}.
AAB = (AN B)U (AN B).
d. Montrons que (AAB)AB = A. Pour cela, calculons (AAB)AC.

(AAB)AC = [(AAB)NC|U [(AAB) N C).

(AAB)AC = [(ANB)U(ANB)NCJU[((ANB)U(ANB))NC].

(AAB)AC = [(AUB)N(ANB)NClU(ANBNC)U(ANBNC).
(AAB)AC = [((ANnB)U(ANB))NC|U (Zﬂ NC)U(ANBNC).
(AAB)AC = (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNO).

Maintenant, si C' = B, on obtient :

(AAB)AB=(ANBNB)U(ANBNB)U(ANBNB)U(ANBNB).

(AAB)AB=QU(ANB)UPU(ANB)=(ANB)U(ANB)=AN(BUB)=ANE = A.




Exercice 5 :
Soit f une application de F vers F. Soient A et A’ des parties de E. Soient B et B’ des parties
de F'. Montrer que :

A C f7H(f(A)) ) ( '(B)) c B
3)f(AUA) = f(A)U f(A) 4 fAnA)  F(A) N F(A)
5)fH(BUB) = f"Y(B)UfH(B) 6)f (BﬂB’) [7HB) N f7H(B)

Montrer que si f est injective alors on a 1'égalité dans 4).

Solution Exercice 5
1. Soit z € A = f(x) € f(A) par définition de f(A). Donc z € f~(f(A)).
2. Soit y = f(z) € f(f"Y(B)) =z€ f7YB)=y=f(x) €B.
3.7C" : Soity € f(AUA)=Jxc AUA y=f(z)=JrcAoudr e A :y = f(x).
(Fred:y=f(z))ou(FreA:y=f(z))=ye f(A)ouye f(A)=ye f(A)UfA).
C” : De la méme maniere on démontre l'inclusion inverse.
4. 80t ye f(ANA)=TFr e AnA y=f(z)=TvcA:y=f(z)et Iz € A :y = f(z).
=y € f(A) ety € f(A) =y e f(A) N f(A).
5.7C” : Soit z € fTY(BUB') = f(r) € BUB' = f(z) € Bou f(z) € B
=ze€ f Y B)ouxe fY(B)=ze fYB)UFB.
"C” : De la méme maniere on démontre l'inclusion inverse.
6.7C” : Soit z € f[FY(BNB')= f(zr) e BNB' = f(z) € Bet f(x) € B.
=sz€f Y (Betxe fYB)=xze fYB)nfYB).
C” : De la méme maniere on démontre l'inclusion inverse.
Montrons que si f est injective alors on a égalité dans 4). En effet :
Soitye f(LA)Nf(A)=ye f(A)etye f(A)=Fr1€A:y=f(z1)) et (Fro € A 1 y=
f(z2)) = f(x1) = f(xe) = x1 = a9 car f est injective. Donc 3z =21 =20 € ANA 1y =
fl@) =ye f(ANA).
Exercice 6 :
Les applications suivantes sont elles injectives, surjectives, bijectives?
1. f de N dans N définie par f(z) = 2.
2. g de N dans N définie par g(z) = 2z + 1.
3. h de Z dans N définie par h(z) = |x| — [z] .
4. u de RT dans Rt définie par u(z) = /.
Solution Exercice 6
1. f est injective et non surjective car les nombres impairs n’ont pas d’antécédents dans N.
2. g est injective et non surjective car les nombres pairs n’ont pas d’antécédents dans N.
3. h est non injective car h(5) = h(6) mais 5 # 6, et non surjective car les nombres impairs
n’ont pas d’antécédents dans Z.
4. u est injective et surjective donc bijective.




Exercice 7 :

Soient F, F, G trois ensembles, f: E — F, g : F' — G deux applications.
a. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

b. Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

Solution Exercice 7
a. Supposons que g o f est injective. Montrons que f est injective.

Soient 1,1y € B : f(71) = f(22) = g(f(21)) = g(f(72)) = (90 f)(z1) = (g0 f)(x2)
= r1 = x5 car g o f est injective.
b. Supposons que g o f est surjective. Montrons que g est surjective i.e

Vze G,y e F:z=g(y).

go f est surjective i.e
VzeG,Ix € E:z2=(go f)(x).

Posons y = f(x), alors z = (g o f)(z) = g[f(x)] = g(y). Donc g est surjerctive.

Exercice 8 :

4
Soit h l'application de R dans R définie par h(x) = v

2+ 1
1
1. Vérifier que pour tout réel a non nul on a h(a) = h(=). L’application h est-elle injective ?
2. Soit f définie sur I = [1, +o0[ par f(z) = h(z).
a. Montrer que f est injective.
b. Vérifier que : Vo € I, f(z) < 2.
c. Montrer que f est une bijection de I sur |0,2] et trouver f~!.

Solution Exercice 8
4a

a?+1’ .
I'application h n’est pas injective car par exemple h(2) = h(§) mais 2 #
2. Soit f définie sur I = [1, +o0[ par f(z) = h(z).
a. Montrons que f est injective : Soient xq, x5 € I.

4a
a?2+1

1
1. Pour a non nul, on a h(a) = et de méme on trouve que h(-) = . Done
a

1
ok

41’1 . 41‘2
w2 +1 241

f(z1) = f(z2) =
Apres un simple calcul on trouve :
((1,’2 — $1)[$1I2 - 1] = 0,
. . 1
ce qui implique que x1 = x5 ou bien 1y = — ¢ [ = x; = z3.
o)
b. Vérifions que : Vx € I, f(x) < 2. 1l suffit de montrer que f(x) —2 < 0. En effet :

dx dr — 222 -2  —2(z —1)*
— ) — — W — = < 0.
f(x) (E2+1 5(32+1 ZE2—|—1




(Suite et fin Solution Exercice 8)
c. Montrons que f est une bijection de I sur |0, 2]. Il suffit de résoudre ’équation y = f(z),
et de trouver un unique z en fonction de y.

4x
2+ 1

2+ /4 - 2— /4 —y?
A=44—-y*)>0cary€]0,2] = z; = i y —y

On remarque que 1 > 0 et z1.29 = 1 ce qui 1mphque que x5 > 0. Cherchons lequel des deux
n’appartient pas a I.

N 1_2+\/W 1_2—y+ﬂ
1= VETY g

Y
Par ’absurde, on suppose que x5 € I et on aboutit a une contradiction qui va nous permettre
de dire que x5 ¢ I.
Conclusion : f est une bijection et f~1 définie de ]0,2] sur I :

2+ I— 7

Y

#yx2—4x—|—y:0.

y:

>0=x €1.

= f"(y) =




