Université de Tlemcen
Département de Mathématique le 22-05-2018

Examen final de "Introduction aux Processus Stochastiques"
Durée 1h 30 mn

Exercice .1. Soit X = (X1, Xo, ..., X,,) un échantillon de la loi définie par :

1-46

0%, ke {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 6 €)0,1[.

1. Trouver la fonction génératrice de X, et en déduire EXl.A

2. Montrer que lestimateur du mazimum de vraisemblance 0,, de 0 est solu-
tion d’une équation de type g(0,) = X, ot g est a déterminer.

3. Vérifier que g(6,) est un estimateur sans biais de g(6).

Exercice .2. Soit X,Y deuz variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1).
1. Calculer la loi de la variable %

2. En déduire la loi de la variable aléatoire Z~' si Z est une variable aléatoire
de loi de Cauchy.

Indication : la densité d’une variable aléatoire de loi de Cauchy de paramétre

a > 0 est définie par :
a 1

r)=——-—=
/() ma?+a?
Exercice .3. On considére le modele d’échantillonnage X, Xo, ..., X, de
taille n associé a la famille de lois exponentielles P = {E(A); A > 0}. On
veut estimer le paramétre inconnu 6 = \.
1. A partir de la méthode des moments, construire un estimateur convergent
0, de 0. Justifier la convergence de cet estimateur.
2. Vérifier qu’il s’agit de l'estimateur du mazimum de vraisemblance.
3. Montrer que la loi de ) X; est une loi gamma de fonction de densité :
i=1
)\n
(n—1)!

s"Lexp —\s

4. Calculer Eg(é\n). L’estimateur est-il sans biais ¢ Déduire un estimateur 05;
sans biais de 0.



5. Déterminer selon les valeurs de ¢ un estimateur 9; qui minimise le risque
quadratique R(0%(c),0) parmi les estimateurs

0.(c) =

C

> X

=1

c=c(n)>0.

Indication : Les fonctions caractéristique d’une variable aléatoire de loi E(N)

respectivement de loi gamma T'(\, k) est px (t) = 2=, respectivement px (t)

. ToA—at?
(%)

Bon courage.
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