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Exercice 1(7pts): 

En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver la fonction ���, �� solution  du problème  suivant 

���				�

 + 1� �
 + 1� ��� = 0, 1 < � < ∞
��1, �		� = ����4��, 0 ≤ � ≤ 2�.

� 
 

Exercice 2(7pts):  

On rappelle que le noyau de Poisson pour la boule ouverte ����� ⊂ ℝ! de 

frontière "�� =	#����,  est la fonction $�: ����� × #���� ⟶ ℝ  définie par 

$��(, )� = * − |(|-.�-�*|( − )|! 

où .�-� est le volume de la boule unité de ℝ! et |(| est la norme euclidienne 

de (. 
1. Soit � une fonction harmonique dans ����� telle que � ∈ 012		�����333333333	4 

et  � = 5 sur  #����.  
a. Exprimer u en fonction de $� et g. 

b. Calculer  ��0�. Que représente cette valeur pour  la fonction u? 

2. a. Vérifier que $��(, )� > 0 pour tout �(, )� ∈ ����� × #����. 
           b. Montrer que  

7 $��(, )�8��)�9:�;�
= 1. 

Exercice 3 (6pts):   

Soit < une fonction harmonique dans un domaine  Ω ⊂ ℝ!. 
1. Montrer que les fonctions	� ≔ <  et  ? ≔ exp< 	sont  

sous-harmoniques.  

2. A quelle condition ces deux fonctions sont-elles  harmoniques ? 

 

 

 

Bon Courage 
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Corrigé 

Exercice 1(7pts):  

���			�

 + 1� �
 + 1� ��� = 0, 1 < � < ∞
��1, �	� = cos�4�� 0 ≤ � ≤ 2�.

� 
 

On cherchera une solution bornée de ���.		  
 

Posons 	���, �	� = *���F���, et portons dans l’équation, nous obtenons après division par *���F���: 
� *′′* + � *′* = −F′′F .				 

Les variables r et � étant indépendantes, les deux membres sont alors constants, on a  

� *′′* + � *′* = H = −F′′F 	,			H		��-�IJ-IK	�éKMMK						�N, O	PQ�	 
L’équation de départ donne naissance aux deux équations suivantes : 

R																	FSS + HF = 0�*SS + �*S − H* = 0.� 
a. FSS + HF = 0   

- Si H = 0 alors			F��� = .� + �. 
Comme la fonction T doit-être périodique alors 	. = 0 et T≡ ��IK. �N, O	PQ� 
 

- Si H < 0 alors  F��� = .K�√VW + �KV�√VW et pour la même  

raison F ≡ 0.  �N, O	PQ� 
 

- Si H > 0 alors  F��� = . cos2√H	�4 + � sin2√H	�4 �N, O	PQ� 
Déterminons les coefficients A et B. 

Des conditions   F�0� = F�2��  et  FS��� = FS�2��,  on obtient le système 

 

�#� 	 .2cos22�√H	4 − 14 + � sin22�√H	4 = 0	−.	 sin22�√H	4 + �2cos22�√H	4 − 14 = 0.� 	�N, O	PQ�	 
 

Si le déterminant de �#� est non nul alors . = � = 0 et T est identiquement 

nulle .  Les solutions non triviales sont alors obtenues pour  Det�#� = 0. 
Det�#� = 0 ⟺ cos22�√H	4 = 1 ⟺ 	H = -, - ∈ ℕ∗. �N, O	PQ� 

    On obtient des solutions non triviales pour H = 0 avec T≡ ��IK et pour H = - ∈ ℕ∗ 
  avec  F��� = . cos�-	�� + � sin�-	��. �N, O	PQ�      
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La famille des solutions de l’équation enT est : 

F!��� = .! cos�-	�� + �! sin�-	�� , - ∈ ℕ. 
b. Résolvons l’équation en R: 	�*SS + �*S − H* = 0, _���	H = - ∈ ℕ.	 

- Si 	H = 0, l’ équation devient   �*SS + *S = 0. 
c.-à-d.  ��*S�S = 0  d’où   �*S = 0   et 			*��� = 01 + 0 ln|�|.  
La solution doit-être bornée (au voisinage de +∞) donc 0 = 0  

et  * ≡ ��IK. �N, O	PQ� 
 

- Si  H = - ∈ ℕ∗,  	�*SS + �*S − -* = 0, 

C’est une équation d’Euler, posons *��� = �a et remplaçons dans l’équation, 

nous obtenons b�b − 1��a + b�a − -�a = 0 

Ceci nous donne  	b�b − 1� + b − - = 0								8S�ù							b = ±-. 
Et la solution cherchée est,   *��� = e�! + f�V!, �N, O	PQ� 
comme R doit-être bornée au voisinage de +∞, on prend 	e = 0   

et par suite *��� = f�V!. �N, O	PQ� 
En combinant ces deux cas, la famille des solutions de l’équation en R est *!��� = f!�V!, - ∈ ℕ			�N, O	PQ� 
Par le principe de superposition la solution de ���		est 

���, �	� = g*!���F!���
hi

!jk
=g�V!��! cos�-	�� + 8! sin�-	���

hi

!jk
		�N, O	PQ� 

où l’on a posé  �! = .!f!  et   8! = �!f!.    Déterminons les coefficients  �! et 	8!	: 
On a    ��1, �	� = cos�4��   d’où 

cos�4�� = g�! cos�-�� + 8! sin�-��
hi

!jk
 

D’où (par identification !):  	�l = 1,	 	�! = 0	_���	- ≠ 4  et 8! = 0	_���	- ∈ ℕ.  �N, O	PQ� 
Remarque : 

 On peut calculer explicitement  ces valeurs, qui  ne sont que les coefficients de Fourier de la 

fonction		� ⟼ cos�4��, à savoir 

�k = 12�7 cos�4b� 8b,o
k  

	�! = 1�	7 cos�4b�o
k cos�-b�8b,			 		8! =	 1�	7 cos�4b�o

k sin�-b�8b,			�- ∈ ℕ∗� 
Maintenant en portant  ces coefficients dans l’expression de ���, �� on obtient 

���, �	� = 1�l cos�4�� ,			� ≥ 1.					�N, O	PQ� 
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Exercice 2(7pts):  

Le noyau de Poisson pour la boule ouverte ����� ⊂ ℝ! de frontière "�� =	#����,  est la 

fonction  $�8K	����� × #����  dans  ℝ  définie par 

$��(, )� = * − |(|-.�-�*|( − )|! 

( .�-� est le volume de la boule unité de ℝ! et |(| est la norme euclidienne de (.) 

1. Soit � une fonction harmonique dans ����� telle que � ∈ 012		�����333333333	4 
et  � = 5 sur  #����.  
a. Exprimons u en fonction de $� et g. 

En utilisant la fonction de Green on a pour tout ( ∈ �����, 
��(� = − 7 q�(, )�

r:�;�
∆��)�8) − 7 "q�(, )�"t9:�;�

��)�8��)�,							�u	PQ� 
où t est la normale unitaire dirigée vers l’extérieur de  �����. 
Comme u est harmonique dans ����� et que pour tout �(, )� ∈ ����� × #����,  

−"q�(, )�"t = $��(, )�				�u	PQ�	 
on obtient   �u, O	PQ� 
��(� = 7 * − |(|-.�-�*|( − )|!9:�;�

��)�8��)� = 7 * − |(|-.�-�*|( − )|!9:�;�
5�)�8��)�			�∗�						 

 

b. Calculons  ��0�: 
D’après la formule précédente on a 

��0� = 7 *-.�-�*|)|!9:�;�
��)�8��)� = 1-.�-�*!V1 7 ��)�8��)�

9:�;�
, �u	PQ� 

             car |)| = * puisque ) ∈ #����. 
           On a  vK�2#����4 = -.�-�*!V1 et donc  ��0� est la valeur moyenne de u sur #����                                
(et aussi la valeur moyenne de u dans ����� car u est harmonique).  �wxN, O	yz	� 
 

3. a. On a    $��(, )� > 0 ∀ �(, )� ∈ ����� × #����,  évident puisque  |(| < *. 
            b. Montrons que  

7 $��(, )�8��)�9:�;�
= 1. 

Il suffit de prendre  � ≡ 1 ∈ 02		�����333333333	4	, qui est évidemment harmonique, �N, O	PQ� et 

remplacer dans �∗�, il vient alors 

1 = 7 * − |(|-.�-�*|( − )|!9:�;�
8��)� = 7 $��(, )�8��)�9:�;�

.					�u	PQ�	 
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Exercice 3 (6pts):   

Soit < une fonction harmonique dans un domaine  Ω ⊂ ℝ!. 
1. Montrons que les fonctions	� ≔ <  et  ? ≔ exp< 	sont  sous-harmoniques.  

Les fonctions u et v sont de classe 0 dans Ω. �N, O	PQ� 
On a ∆� = ∆< = ∆�<<� = <∆< + 2∇<. ∇< + <∆< = 2<∆< + 2|∇<|, �u	PQ� 

comme w est harmonique  i.e 	∆< = 0 on obtient ∆� = 2|∇<|, 
donc		−∆� ≤ 0  et la fonction u est sous-harmonique.	�N, O	PQ�	
Pour la fonction v  écrivons  

∆?�(� =g"?"(}
}j!

}j1
�(�,					�ù		( = �(1, … , (!� ∈ Ω. 

On a "?"(} =
" exp<"(} = exp< "<"(} = ?

"<"(} .			�N, O	PQ� 
Et  "?"(} =

""(} �?
"<"(}� =

"?"(}
"<"(} + ?

"<"(} = ? �
"<"(}�

 + ? "<"(} . �N, O	PQ�	 
Ainsi 

∆? =g"?"(}
}j!

}j1
=g? �"<"(}�

 + ? "<"(} = �|∇<| + ∆<�?
}j!

}j1
.			�u	PQ�	 

Et  puisque w harmonique, on obtient ∆? = |∇<|? = |∇<| exp<,				�N, O	PQ� 
soit 		−∆? = −|∇<| exp< ≤ 0  et la fonction v est sous harmonique.  �N, O	PQ� 
  

2. Les fonctions u et v sont harmoniques si et seulement si ∆� = 0 = ∆?. 
D’après la première question u et v sont harmoniques si |∇<| = 0.				�N, O	PQ� 
Donc u et v sont harmoniques si < est constante sur  Ω.  �N, O	PQ� 
 

 

 

Fin 


