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Exercice 1:

Soit E = R,[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou
égala 2. PourP,Q € E onpose (P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).
1. Montrer que l'applicationde E X E — R, (P, Q) v (P, Q) définit un produit
scalaire sur E.
2. SoitF = R,[X].
a. Montrer que F est un s-ev fermé de E.
b. Déterminer d(X?,F), distance du polynéme X? a F.

Exercice 2:
Soit H un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .).

1. Soit B une boule ouverte de H de centre x et de rayonr > 0 telle que 0 & B.

Montrer qu’il existe une forme linéaire f continue sur H telle que
f(x) > 0; Vx € B.

Ind. : Construire fsous la forme f = (x,,.).

2. Soit I:H X H — R une forme bilinéaire continue.
Montrer qu'il existe un seul élément A € L(H) tel que

l(x,y) = (A(x),y); Vx,y €H.

Exercice 3:
Soit F = C([0,1]; R) muni de la norme de la convergence uniforme ||. ||, et

1
G = {f EF; f(0O)=0et f f(x)dx = 1}.
0
1. On définit les applications @:F — R; @(f) = f(0), et
1
WiF = R W) = | feod,
0

a. Montrer que @ et Y sont des formes linéaires continues.

b. Calculer ||@||z et [Pl (F' désigne le dual topologique de F).
2. En déduire que G est complet.

3. Montrer que pour tout f € G, ||f|le > 1.

4. G est-il compact?

Baréme: Exercice 1: 6 points  Exercice 2: 6 points  Exercice 3: 8 points
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Corrigé

Exercice 1:

Soit I'espace vectoriel E = R,[X].
Pour P,Q € E on pose (P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).
1. (2 pts) Montrons que l'application S:E X E — R, S(P,Q) = (P, Q) définit un
produit scalaire sur E.
a. La bilinéarité et la symétrie de S sont évidentes.
b. S est définie positive: VP € E; S(P,P) = P?(0) + P2(1) + P%(2) = 0.
¢. Montrons que, VP € E:S(P,P) =0 P =0.
SiP =0alorsS(P,P) = 0.
Soit P € E tel que S(P,P) =0. Ona
S(P,P) =0 = P%(0)+ P?(1) + P?2(2) = 0= P(0) = P(1) = P(2) = 0.
Ainsi P admet trois zéros distincts, mais P est un polynéme de degré < 2, d’ou P = 0.
Autre fagon de faire: Posons P(x) = ax? + bx +c. Ona
P(0O)=0=c=0.
P(1)=0 a+b=0
{PE2§=O:{4a+2b=0:a=b=0’
dou P = 0.
En conclusion S définit un produit scalaire sur E.
2. SoitF = R,[X].
a. (2 pts) - F est évidemment un s-ev de E.
- F est fermé, car F est de dimension finie (dim F = 2).
b. (2 pts) Déterminons la distance d(X?,F). On sait que
d(X? F) = minpep||X? = P|| = [1X* = P4l
ou P; € F est la projection orthogonale de P sur F et

el = V(Q, Q) =v02(0) + Q2(1) + Q2(2).

Ona
(X? =P, Q)=0,YQEF (%)
Posons P; = aX + b. En remplagant Q par 1 ensuite par X dans (*) nous obtenons le
systeme
{ X?—aX-b)O0)+X?—aX-b)D)+X? —aX-b)(2)=0
[(X? —aX — b)X](0) + [(X? —aX — b)X](1) + [(X? —aX — b)X](2) =0,
d'ot
—-b+1—a—-b+4—-2a—-b=0
{ l—-a—-b+8—4a—2b =0,
soit
{Ba +3b=5
5a+3b =09,
dotl'entire a =2etb = —1/3 etparsuite P, = 2X — (1/3) et finalement

2
A% F) = 1% = Pyl = Y7 = P)2(0) + (X7 — P)2(D) + (X = P)?(2) = %



Université de Tlemcen Département de Mathématiques

3° Année Licence - S5 28 Juin 2018
Introduction a I’Analyse Hilbertienne Examen de Rattrapage 1H45
Exercice 2:

H étant un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., . ).
1. Soit B une boule ouverte de H de centre x, et de rayonr > 0 telle que 0 & B.
(3 pts) Montrons qu'il existe une forme linéaire f continue sur H telle que
f(x) > 0; Vx €B.

Construisons fsous la forme f = (x,,.). Ayant cette forme f est linéaire.
Remarquons ensuite que pour tout élément xdeH: x € B & 3t € [0,r[; x = x, + tu,
ol u est un vecteur de H de norme 1.

On a pourtoutx € B, f(x) = (xo,x) = (xg, Xo + tu ) pour un certaint € [0,r[, dou
fG0) = llxoll® + txo, w).
Comme [(xo, w)| < [[xollllull = lIxoll ie. —llxoll < (xo,u) < lIxoll alors
fG) = llxoll? = llxollt = llxo Ml Cllxoll — ¢)
Reste a vérifier que ||xy|| — t > 0. Evidemment ||x,|| > 0 car 0 & B.
Pour cette méme raison ||x,|| — t > 0 car 0 étant en dehors de B,.(x,), nous avons
l[xo — O]l = r >t cequidonne ||x,|| > t et par conséquent f(x) > 0; Vx € B.

2. (3 pts) Soit I: H X H— R une forme bilinéaire continue.
Montrons qu'il existe un seul élément A € L(H) tel que
I(x,y) =(A(x),y); Vx,y€H
Pour tout x € H, l'application y — [(x,y) est une forme linéaire continue sur H,
donc d’apres le théoreme de représentation Riesz il existe un unique élément
v, € H telque l(x,y) =(v,,y), Vy € H.
Considérons I'application A:H — H,x — A(x) = v,.
D’apres ce qui précéde on a pour tous x,y € H,l(x,y) = (A(x),y).
- Montrons que A est linéaire. Soit x;,x, € Het a € R.
Pour tout y € H on a, par bilinéarité de |,
l(xl + ax,, y) = l(xli J’) + al(xZJ Y) = (A(xl)!y> + Of(A(xz), y)r
or par définition de A, 1(x; + ax,,y) = (A(xy + axy),y)
dou  A(x; + ax,) = A(xy) + aA(x,),V x1,x, € Het a € R.
- Montrons que A est continue. On a pour tout x € H
lAx|l = sup{[{AC), »)I; llyll < 1} = sup{|i(x,»)[; llyll < 1}.
La forme bilinéaire I est continue donc il existe une constante C > 0 telle que
1LCe, y)| < Cllxllllyll, vx,y € H,
d'ou
lAx|l < sup{ClIx[ll¥ll; ll¥ll <1} < CllxI.
Ceci prouve que I'application linéaire A est continue et ||Al| ;) < C.
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Exercice 3:

Soit F = C([0, 1]; R) muni de la norme de la convergence uniforme ||. ||, et

1
G = {f EF; f(0O)=0et f f(x)dx = 1}.
1. On définit les applications @:F — R; (p(f)oz f(0), et

1
WiF =R P(f) = f FG)dx.
0

a. (2 pts) Les applications ¢ et P sont évidemment linéaires, montrons qu’elles sont
continues.

Vi €F; lo(Hl = 1f (0] < maxoces1 [f G| = [If |l co-
Ainsi @ est continue et |||z < 1.
Poury on a pour tout f € F,

()] = f FGodx| < j IFGOldx < maxoeee: |f ()] j dx = [Ifllo,
0 0 0

d’ou Y est continue et ||| < 1.

b. (1 pt) Enprenant f = 1 pour les deux applications on trouve
lo(HI = 1f0] =1dou [lgll =1

()] = f F()dx j dx| =1 et donc [plly = 1.
0 0
2. (2pts)Ona
G={fep; £(0) = 0 et f f(x)dxz1}=<p‘1({0})ﬂ¢‘1([1,+oo[),
0

comme les applications ¢ et 1 sont continues alors ¢ ~1({0}) et ~1([1, +o[) sont
fermés dans F d’ou G est fermé (intersection de deux fermés).
F étant complet donc G est lui aussi complet (car c’est un fermé dans un complet).

3. (2 pts) Montrons que pour tout f € G, ||flle > 1.
Supposons par l'absurde que pour un certain g € G on ait ||g|le < 1.
On a puisque g € G

1 1
1 sj g(0)dx < ||g||mj dx < 1
0 0
D’oul

jolg(x)dx =1= joldx ie fol(l —g(x)dx=0. (%)

Or

gx) <llglle <1, Vxe
donc la fonction 1 — g est positive d’ou d’'apres (x) g =
Ce qui est babsurde car g(0) = 0 puisque g € G.

4. (1 pt) G n’est pas compact: Posons pourn € N, g,(x) = (1 + n)x.
Ona g, € G pourtout n € N mais ||gnllec = MaXgey<1|gn(x)| =1+ n — +oo.



