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Epreuve finale
(durée : 01h 45mn)
Questions de Cours [3pts]
1) f étant une fonction strictement convexe sur un espace vectoriel E, montrer que si f admet, au moins,
un minimum dans E alors celui-ci est unique. (1pt)

2) E étant un R-espace de Hilbert, U ouvert dans E et C convexe fermé inclus dans U, f: E — R une
fonction une fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) dans U. Montrer que si f est convexe
sur C alors

a) xoe Cet VxeC <f'(x0),x —XO>E >0 = xo solution optimale de : mtc‘ f(x) . (1pt)
b) x0 € C=U=E et f’(x0) =0 = X solution optimale du pb d’optimisation : lnlf; f(x) . (1pt)

Rappel :Voir Rappell dans Rappels utiles a la fin du sujet (voir au verso).

Exercice 1 [8pts]
Dans R", < , >n désigne le produit scalaire euclidien et on considere la matrice carrée H d’ordre n.

1) Montrer que V (x,y) € R xR"ona <HX , y>n = <X , HTy>n et <X , Hy>n = <HTX , y>n . (1pt)

2) On introduit alors la fonctionnelle f définie sur R" : f(x) = ||BX - C”i ou || . ||n désigne la norme

euclidienne dans R" , B matrice carrée d’ordre n inversible et ¢ est un vecteur de R" .
) 1
a) Montrer que f peut s’écrire sous la forme : f(x) = 5 <AX , X>n - <c' , X>n +d

ou il faudra préciser la matrice A, le vecteur de R" : ¢’ et la constante réelle d. (1.5pts)
b) Montrer alors que f est une fonctionnelle quadratique (A symétrique). (0.5pt)

c) Montrer que A est définie positive et déduire que f est strictement convexe et coercive. (2.5pts)
Rappel : Dans R", pour une fonctionnelle quadratique f (voir question 2)-a)), la dérivée directionnelle
d’ordre 1 de f s’écrit comme suit : V f(x) = grad f(x) = Ax — ¢’ et Hessf(x) = A.

Voir aussi les rappels a la fin du sujet : Notamment Rappel4 .

d) Montrer alors que :
d1) le probléme d’optimisation sans contraintes (Pn) : min f(x) admet une solution unique (sans la
xeR"

déterminer) notée x*. (1pt)

d2) Montrer I’équivalence suivante : x* solution optimale de (Pn) << x* vecteur-solution du
systeme linéaire Bx = ¢”” ou ¢’ est un vecteur de R" qu’il faudra préciser. (1pt)

d3) résoudre alors le probléme (Pn) en explicitant x* en fonction des données du probléme initial c.ad.
en fonction de la matrice symétrique B'B, du vecteur ¢ et éventuellement du scalaire d. (0.5pt)

Rappels pour d1), d2) et d3) : B inversible = B" inversible et son inverse est tout simplement ( B1)T .
Voir aussi les rappels a la fin du sujet : Notamment Rappel3 et Rappel4 .

Exercice2 [9.5pts]
Dans tout ce qui suit E= R et C un intervalle ouvert connexe (donc convexe) de R .
1) fétant une fonction de R dans R, 2 fois continiment dérivable sur C, montrer alors que f est convexe sur
Csietseulementsi V x € C £°(x) > 0 (Ici £ :=f® ) etsi V x € C £°(x) > 0 alors f est strictement
convexe sur C. (1pt). Indication : Utiliser le Rappel2 ci-dessous.

2) Utilisant 1) montrer que la fonction : x — N pas convexe sur C= R’ =170, + oo [ . (0.5pt)



3) Utilisant 1) montrer que la fonction g : x — g(x) = xv/X est convexe sur C = R’ aprés avoir montré que
la fonction identique : x — x est convexe sur C = R’ . (1pt)

4) Que peut-on en conclure au sujet de la convexité de g produit de deux fonctions 1’'une convexe et 1’autre
non convexe sur C = R’ ? (0.5pt)

5) g est-elle strictement convexe sur C ? justifier la réponse donnée. (0.5pt)

6) Résoudre le probléme de minimisation de g sur C = R*=[0, + o [. (1pt)

7) Utilisant 1) montrer que les 2 fonctions fi : x = fi(x)=-x et £ : x = f>(x)= 1/x? sont convexes sur C. (1pt)

8) On définit alors la fonction produit f= fi.f> . Est-elle convexe sur C = R’ ? justifier. (0.5pt)

9) Que peut-on en conclure alors au sujet de la fonction produit : f=f1.f> ? (0.5pt)

10) Utilisant 1), montrer que si une fonction f est définie, continue et deux fois continfiment dérivable sur R’

a valeurs dans R (f pas forcément convexe sur C) alors on a I’implication suivante :
g:x = g(x)=x f(x) est convexe sur |0,+oo[ = lafonction h:x — h(x) = f(1/x) est convexe
sur |0,+[. (1pt)

. 1 .
11) Utilisant 10) montrer que h : x = h(x) = —= est convexe sur ]0,+oo[ =R . (1pt)

Jx

12) Déterminer SO : I’ensemble des solutions optimales du pb d’optimisation ing h(x) ouC =R’ .(0.5pt)

Rappels utiles

Rappell : E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert de E et C convexe inclus dans U, alorssi f: E & R
est une fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) dans U, on a les résultats suivants :
- f estconvexesurC < Vx,yeC <f'(x) —f'(y),x—y>E >0.

&S Vxyel f(y)Zf(x)+<f'(x),y—x>E
- feststrictement convexe < Vx,yeCavecx #y <f'(x)-f'(y),x—y>E >0.
&S VVx,yeCavecx #y f(y)>f(x)+<f'(x),y—X>E

Rappel2 : E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert de E et C convexe inclus dans U, alors si f: E &> R
est deux fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) dans U, on a les résultats suivants :
- f estconvexesurC < Vx,yeC f'(x)(y-x,y-x) >0 .

- SiVx,yeCavecx #yonaf"(x)(y-x,y-x)>0 alors f est strictement convexe.

Rappel3 : Conditions d’optimalité.

E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert dans E et C convexe fermé inclus dans U, alorssif: E & R
est convexe et une fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) dans U, une condition
nécessaire est suffisante pour que x € C soit solution optimale du probléme d’optimisation :

lyri(f; f(y)est: VyeC <f'(x) ,Y— X>E > (. C’est I’inéquation d’Euler.

Dans le cas sans contraintes (C = U = E), une condition nécessaire est suffisante pour que x € E soit
solution optimale du probléme d’optimisation sans contraintes : lng f(y) est: f'(x)=0g.C’est
ye

I’équation d’Euler.

Rappel4 : Coercivité et optimalité.
E étant un R-esp. normé de dimension finie, alors si f: E — R est continue et coercive (c'est-a-dire
Iim f(x) =+ ), la fonction f admet, dans ce cas, au moins un minimum sur E.

Ixlg >

Si de plus f est strictement convexe alors ce minimum est unique.
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