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1) E étant un R_espace vectoriel, A et B deux points de E alors :   

a) Montrer que le singleton A  est un convexe de E. (0.5pt) 
b) Définir la droite passant par les deux points A et B dans E : DA,B . (0.5pt) 

Montrer alors que DA,B est convexe dans E. (1pt) 
c) Définir le segment de droite  B,A  dans E et montrer que c’est un convexe de E. (1.5pts) 
 

2) Dans R2, A, B, C et D étant quatre points quelconques du plan, 
a) Montrer que le demi-plan fermé  R,,/R),( 2   yxyx  est convexe dans R2. (1pt) 
b) Montrer que l’intersection de 2 demi-plans fermés est toujours convexe alors que, généralement, 

leur réunion ne l’est pas. (1.5pts) 
Indication : Pour cette dernière question, il suffit de préciser un contre-exemple. 

c) Utilisant l’intersection des convexes, montrer que le triangle fermé (ABC) est un convexe de R2.(1.5pt 
d) Montrer que ce n’est pas de même pour un quadrilatère fermé (A B C D) de R2. (0.5pt) 

Rappel : Un quadrilatère de R2 est un polygone à quatre côtés. 
Indication : On pourra montrer qu’un quadrilatère peut ne pas résulter d’une intersection de convexes. 

e) Etant données trois valeurs réelles positives a, b et c  R+ , 
e1) Déterminer l’enveloppe convexe des quatre points de R2 : O = (0,0)

T , A = (a,-a)
T , B = (b,b)

T et 
C= (-c,c)

T selon une discussion sur les valeurs positives de a, b et c. (4pts) 
e2) On remplace le point A par A’ = (a,-2a)

T et on suppose que les trois valeurs a, b et c   ,0  , 
déterminer alors CO({O, A’, B, C}). (1pt) 
e3) On remplace, à présent, le point A par A’’ = (a , (-1/2) a)

T et on suppose tjrs que a, b et c > 0, 
déterminer alors CO({O, A’’, B, C}). (1pt) 
Indication : Dans la question e), on pourra se contenter de réponses schématiques (figures 
géométriques) pour justifier les réponses données. 
 

3) g : E   R   où E est un R-espace de Hilbert avec α  R et a ,b  E. 
y   g(y) = 

E
a-y,bα  

a) Après avoir montré que l’application y
E

a-y,b  est affine sur E, montrer que g est convexe.(1.5pts) 
b) Soit f une fonction différentiable au sens de la dérivée directionnelle sur l’ouvert convexe C de E et à 

valeurs dans R. Utiliser le sup de fonctions convexes pour montrer que : 
 f(x)f(y)x-y,)x('fCy,x

E
 f convexe sur C. (1.5pts) 

Indication : Choisir α = f(x), b = f ’(x) et a = x dans l’expression de la fonction g. Considérer ensuite le 
sup de g sur C. 
Rappel : Le supremum de fonctions convexes est convexe. 

 
4) Montrer que si une fonction f est définie, continue et deux fois continûment dérivable sur ]0 , +   [  = *R  

à valeurs dans R alors la fonction :  

g : x   g(x) = x f(x)  est convexe sur ]0 , +   [     la fonction  h : x   h(x) = f 








x
1   est convexe 

sur ]0 , +   [.  (3pts) 
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