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Série n°2 

Intégrales Multiples 

Exercice 1 : Indiquer les limites d’intégration dans l’intégrale double∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

 où S 

est le domaine borné limité  par : 
1. 𝐿𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙é𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑚𝑒 de sommets A(1,2), B(2,1), C(3,4) et D(4,3). 
2. 𝑦 = 1 + 𝑥2 𝑒𝑡 𝑦 = 3𝑥2. 
3. 𝐿𝑒 𝑠𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 circulaire OAB de centre O et dont les extrémités de l’arc de cercle sont les 

points A(0, 2),B(-2,-2) ;  
   4.  les deux cercles de rayon 1 centrés en (0,0)𝑒𝑡(0,1) . 
   5. 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 16  𝑒𝑡 𝑦 ≥ |𝑥|}; 
   6.  𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 − 𝑦2 ≥ 1 𝑒𝑡 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 8𝑥}; 
   7.  𝑦 = 𝑥 − 1  et 𝑦2 = 3𝑥 + 4. 

  8. 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 9𝑦2 ≤ 1  𝑒𝑡 𝑦 ≥ 𝑥 +
1

3
}. 

  Exercice 2 : 
 Calculer les intégrales doubles : 

1. ∬
𝑥𝑦

1+𝑥2+𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦  
𝐷

où = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 > 1  , 0 < 𝑦 < 1  𝑒𝑡 0 < 𝑥 < 1}; 

2. ∫ ∫
2𝑦𝑑𝑥

√2+3𝑥−𝑥3
𝑑𝑦  (

+√1−𝑦2

−√1−𝑦2

1

0
changer l’ordre d’intégration). 

3. ∬ (𝑥2 + 𝑦2)(−𝑥2 + 𝑦2)𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦  
𝐷

en utilisant le changement de variables : 

𝑢 = 𝑥𝑦 𝑣 = −𝑥2 + 𝑦2 

4. ∬ (1−4𝑥2 − +𝑦2)
5

2𝑑𝑥𝑑𝑦  
𝐷

où D est 𝑙𝑒 𝑑𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛𝑒  limité par l’ellipse : 1 = 4𝑥2 + 𝑦2 

 
en utilisant le changement de variables (elliptiques) 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 𝑦 = 𝑏𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 

pour l’ellipse : 
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1 

5.𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)𝛼𝑒𝑦+𝑥 

𝐷 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙é𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒𝑡𝑠: A (
0
1

) , B (
1
2

) , C (
0
3

) et D (
−1
2

).  

(Chg.vari : 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 , 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 ) 

6.∬ 𝑒−𝑥2−𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
 où D est limité par : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2  𝑥 > 0 𝑒𝑡 𝑦 > 0 en déduire 

∬ 𝑒−𝑥2−𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

[0,+∞[2    et l’intégrale de Gauss ∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

+∞

0
. 

Exercice 3 : 

1. Calculer l’aire de la portion du cylindre 𝑥2 + 𝑧2 = 4 intérieure au cylindre 
 𝑧2 + 𝑦2 = 4 .  

2. Trouver le centre de gravité  de l’aire intérieure à la cardioïde  𝑟 = 1 + 𝑠𝑖𝑛𝜃   et 
extérieure au cercle  r = 1   . 

Exercice 4  

   Calculer les intégrales triples 𝑠𝑢𝑖𝑣𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 ∶ 
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1.∭ √𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 où V est le domaine limité par  le cylindre parabolique 

 z= 4 -𝑦2  𝑒𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑠 z=0 , x=2 et x=-2. 

2.∭ 𝑥𝑦
𝑉

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 où V est le tétraèdre de sommets (
1
0
0

) , (
0
2
0

)  𝑒𝑡 (
0
0
3

) . 

3.A𝑝𝑟è𝑠 𝑎𝑣𝑜𝑖𝑟 𝑝𝑎𝑠𝑠é 𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠 𝑠𝑝ℎé𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠: 

1) ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ (𝑥2 + 𝑦2)
√𝑅2−𝑥2−𝑦2

0

√𝑅2−𝑥2

−√𝑅2−𝑥2

𝑅

−𝑅

𝑑𝑧,    2) ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧
√2−𝑥2−𝑦2

√𝑥2+𝑦2

√1−𝑥2

0

1

0

 

4.𝐴𝑝𝑟è𝑠 𝑎𝑣𝑜𝑖𝑟 𝑝𝑎𝑠𝑠é 𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠 𝑐𝑦𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠: 

1) ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧
9−𝑥2−𝑦2

0

√9−𝑥2

0

3

−3
 ;     2)    ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧

√4𝑅2−𝑥2−𝑦2

0

√2𝑅𝑥−𝑥2

−√2𝑅𝑥−𝑥2

2𝑅

0
  .. 

               3)∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑥 ∫ √𝑥2 + 𝑦22

√𝑥2+𝑦2

√4−𝑦2

−√4−𝑦2

2

−2
𝑑𝑧 

 

5.∭
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

√𝑥2+𝑦2+(𝑧−𝑎)2
    𝑎 > 1 𝐵: 𝑏𝑜𝑢𝑙𝑒 𝑢𝑛𝑖𝑡é

𝐵
 

 

Exercices  corrigés 

Exercice1 :  
a) Calculer les intégrales doubles en changeant  l’ordre d’intégration 

       𝐼1 = ∫ ∫
𝑥𝑦𝑑𝑥

√1+𝑥4
𝑑𝑦

1

𝑦

1

0
         𝐼2 =  ∫ ∫

𝑠𝑖𝑛𝑦𝑑𝑦

𝑦
𝑑𝑥  

𝜋

𝑥

𝜋

0
 

b) Calculer les intégrales doubles ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦:
(𝐷)

: 

3. 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2+𝑦2   𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4  𝑒𝑡 0 ≥ 𝑦 ≥ 𝑥} . 

4. 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

(𝑥2+𝑦2)2  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑥, 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 1, 𝑦 ≤ 2 − 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 ≥ 0}. 

5.  𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|𝛼    𝐷 = [0,1]2  

6. 𝑓(𝑥, 𝑦) = √1 + 𝑥2 + 𝑦2    𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9, 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 1  }. 

7.𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2      𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥𝑦 ≤ 4  𝑒𝑡 1 ≤ 𝑥2 − 𝑦2 ≤ 9} 

Solution: 

  𝐼1 = ∫ ∫
𝑥𝑦𝑑𝑥

√1+𝑥4
𝑑𝑦

1

𝑦

1

0
= ∫ ∫

𝑥𝑦𝑑𝑦

√1+𝑥4
𝑑𝑥

𝑥

0

1

0
=  

1

2
∫

𝑥3𝑑𝑥

√1+𝑥4
=

1

0

√2−1

4
 

  𝐼2 = ∫ (∫
𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
𝑑𝑦)𝑑𝑥  

𝜋

𝑥

𝜋

0
= ∫ (∫

𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
𝑑𝑥)𝑑𝑦 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 2

𝜋

0
.  

𝑦

0

𝜋

0
 

  

  𝐼3 = ∫ (∫
1

𝑟
𝑑𝑟)

2  

1

5𝜋
4⁄

𝜋
𝑑𝜃 =

𝜋

4
𝑙𝑛2. 

  𝐼4 =   ∫ ∫
1

 𝑟3 𝑑𝑟𝑑𝜃
2

𝑠𝑖𝑛𝜃+𝑐𝑜𝑠𝜃
1

𝜋
4⁄

0
 +∫ ∫

1

𝑟3 𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝑐𝑜𝑠𝜃  

1

𝜋
3⁄

𝜋
4⁄

= ∫
3

8
−

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃

4
 𝑑𝜃

𝜋
4⁄

0
−

1

2
∫

1

4𝑐𝑜𝑠2𝜃
− 1

𝜋
3⁄

𝜋
4⁄

𝑑𝜃 =
10𝜋

192
+

1−8√3

16
. 
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   𝐼5 =  ∫ (∫ (𝑦 − 𝑥)𝛼𝑑𝑥 +
𝑦

0

1

0
 ∫ (𝑥 − 𝑦)𝛼𝑑𝑥)𝑑𝑦

1

𝑦
=  

2

(𝛼+1)(𝛼+2)
.  (𝛼 > 0) 

  𝐼6  =  ∫ (∫ 𝑟√1 + r2𝑑𝑟)𝑑𝜃
3  

1

2𝜋

0
=

4𝜋√2

3
(5√5 − 1). 

 
 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ+)2: 2 ≤ 𝑥𝑦 ≤ 4  𝑒𝑡 1 ≤ 𝑥2 − 𝑦2 ≤ 9} 

 

soit 𝜑 :(𝑥, 𝑦) → (𝑢, 𝑣) = (𝑥𝑦, 𝑥2 − 𝑦2)    𝐽𝜑−1 = (𝐽𝜑)
−1

 

(𝜑 :  C1-difféomorphisme) 
    D étant le 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙𝑎𝑡è𝑟𝑒 curviligne de la figure  
et 𝜑 (D) est le 𝑐𝑎𝑟𝑟é: [2,4] × [1,9]. 
 

{
𝑢 = 𝑥𝑦

𝑣 = 𝑥2 − 𝑦2     det (𝐽𝜑
−1) = 2(𝑥2 + 𝑦2)}. 𝐼7  =   

1

2
∫ 𝑑𝑣 ∫ 𝑑𝑢

4

2

9

1
 = 8 

                                                                                                                                                    
Exercice 2 : 

1. L’aire de la portion de la surface 𝑧 = √4 − 𝑥2 − 𝑦2découpée par le cylindre 

 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥. 

𝜎 = ∬ √1 + (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)

2

𝑆
𝑑𝑥𝑑𝑦 où S= {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑥  } 

𝜎 =2∫ (∫
2𝑟

√4−𝑟2
𝑑𝑟)𝑑𝜃

2𝑐𝑜𝑠𝜃  

0

𝜋
2⁄

0
= 8 ∫ 1 − 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃 =

𝜋
2⁄

0
8 (

𝜋

2
− 1) 𝑢. 𝑠 

2.  Le volume du corps limité par les surfaces :𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑧, 𝑧 = 𝑥  

𝑉 = ∬ 𝑥 −
𝑥2+𝑦2

2𝑆
 𝑑𝑥𝑑𝑦     où 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2:  𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥}. 

𝑉 =2∫ (∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃 −
1

2
) 𝑟2𝑑𝑟𝑑𝜃

2𝑐𝑜𝑠𝜃  

0

𝜋
2⁄

0
=

16

3
∫ 𝑐𝑜𝑠4𝜃

𝜋
2⁄

0
 𝑑𝜃 −

8

3
∫ 𝑐𝑜𝑠3𝜃

𝜋
2⁄

0
 𝑑𝜃 = 

4

3
∫ 1 + 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 +  𝑐𝑜𝑠22𝜃

𝜋
2⁄

0
 𝑑𝜃 -

8

3
∫ 1 − 𝑢21

0
 𝑑𝑢 = 𝜋–

16

9
 𝑢. 𝑣.                                                                                                                                                                    

Exercice 3: 

1) Le volume du corps limité par la sphère∶  𝑥2 + 𝑦2+𝑧2 = 𝑎2   et extérieur au cône 

 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2  . 𝑉 = 8 ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑐𝑜𝑠𝜑 ∫ 𝑟2𝑑𝑟
𝑎

0

𝜋
4⁄

0

𝜋
2⁄

0
= 2𝜋√2

𝑎3

3
. 

2) Le moment d’inertie d’un cylindre de hauteur h et de rayon de base a, par rapport à l’axe 
servant de diamètre à la base du cylindre : 

Ι𝑋 = ∭ 𝑦2 + 𝑧2
𝑉

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑟𝑑𝑟 ∫ (𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑧2)
ℎ

0

𝑎

0

2𝜋

0
𝑑𝑧 =

𝑎2ℎ𝜋(𝑎2+ℎ2)

12
. 

3) 𝐿e centre de gravité du cops limité par la paraboloïde 2𝑧2 + 𝑦2 = 4𝑥 𝑒t le plan x=2. 

M=∬ (∫ 𝑑𝑥
2

2𝑧2+𝑦2

4

)
𝐷

 𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 8√2(1 − 𝑟2) 𝑟𝑑𝑟
1

0

2𝜋

0
=4𝜋√2, , 

𝑥𝐺 =
8√2

4𝜋√2
∫ 𝑑𝜃 ∫ (1 − 𝑟4) 𝑟𝑑𝑟

1

0

2𝜋

0
=

4

3
. 

𝑦𝐺 = 𝑧𝐺 = 0  (𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑒) D= {(𝑦, 𝑧) ∶
𝑦2

8
+

𝑧2

4
≤ 1}    𝑦 = 2√2 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 𝑧 =

2𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃  𝑒𝑡 𝐽 = 4√2r 
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Applications des intégrales doubles et triples 
 

 L’aire  A d’une surface plane limitée par un domaine compact D de ℝ2 : 
 

𝐴 = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

  

 

 L’aire 𝜎  d’une surface 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) de  ℝ3 dont la projection univoque dans ℝ2 𝑒𝑠𝑡 
limitée par un domaine compact D :  

𝜎 = ∬ √1 + (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)

2

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦  

 Applications mécaniques : 
 

 La masse d’une plaque mince , plane ,limitée par un domaine compact D du plan  et 
telle que sa densité superficielle  en tout point est donnée par 𝛾(𝑥, 𝑦) : 
 

𝑀 = ∬ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 

 
 Les coordonnées du centre de gravité G(𝑥𝐺 , 𝑦𝐺)sont données par : 

𝑥𝐺 =
1

𝑀
∬ 𝑥𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
,   𝑦𝐺 =

1

𝑀
∬ 𝑦𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
 

 
 La masse d’un corps K de  ℝ3  limité par un domaine compact U  et telle que sa 

densité  en tout point est donnée par 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 
 

𝑀 = ∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑈

 

 
 Les coordonnées du centre de gravité G(𝑥𝐺 , 𝑦𝐺 , 𝑧𝐺 ) 𝑑𝑒 𝐾 sont données par : 

𝑥𝐺 =
1

𝑀
∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑈
, 𝑦𝐺 =

1

𝑀
∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑈
  

                    𝑧𝐺 = ∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑈

. 

 
 
 Le volume d’un corps de K de ℝ3  limité par un domaine compact V :  

𝑉 = ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑈

 

 
 


	Applications des intégrales doubles et triples

