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Résumé du cours 

 

Intégrales curvilignes 
 

 

 Int.curv. 1ère esp. :∫ 𝑓(𝑋) 𝑑𝑠
𝑐

 = ∫ 𝑓(𝜑(𝑡)) ‖𝜑′(𝑡)‖ 𝑑𝑡⏟      
𝑑𝑠

𝑏

𝑎
    où ∈ ℝ𝑛  𝑒𝑡 𝐶 = 𝜑([𝑎, 𝑏]) ⊂ ℝ𝑛  . 

(L’int.curv. 1ère esp.  ne dépend  pas du sens du parcours)  
 

 Int.curv. 2ème esp∫ 𝐹(𝑋) ∙⏟
p.s

 𝑑𝑠
𝑐

= ∫ 𝐹1(𝑋)𝑑𝑥1 +⋯+𝐹𝑛(𝑋)𝑑𝑥𝑛 =𝑐
∫ 𝐹(𝜑(𝑡)) ∙⏟

p.s

 𝜑′(𝑡)   𝑑𝑡
𝑐

 

    ∫ 𝐹1(𝑋)𝑑𝑥1 +⋯+𝐹𝑛(𝑋)𝑑𝑥𝑛 =𝑐
 ∫ [𝐹1(𝜑(𝑡))𝜑′1(𝑡) +⋯𝐹𝑛(𝜑(𝑡))𝜑′𝑛(𝑡)]𝑑𝑡
𝑏

𝑎
  où 

      𝐶 = {𝜑(𝑡) = (𝜑1(𝑡), … ,𝜑𝑛(𝑡)): 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏}. 
(L’int.curv. 2ème esp dépend du sens du parcours) 

 
Formule de Green pour le plan : Si C est la frontière du domaine borné S et les fonctions 𝑃 =
𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄 = 𝑄(𝑥, 𝑦) sont de classe C1   dans  le domaine fermé �̅� =𝑆 ∪ 𝐶 , on a la formule  de Green : 

                                           ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐶

= ∬ (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−
𝜕𝑃

𝜕𝑦
)

𝑆
𝑑𝑥𝑑𝑦 . 

Où le sens de parcours sur le contour C est choisi de manière que le domaine S se trouve 
constamment à gauche. 
 

 
 

Intégrales de surfaces 
 

 Int.surf. 1ère esp. ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆
𝑆

   =   ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜑(𝑥, 𝑦))√1 + 𝜑𝑥
′2 +𝜑𝑦

′2𝑑𝑥𝑑𝑦⏟              
𝑑𝑆

𝐷
. 

 𝑜ù    𝑫 𝑒𝑠𝑡 𝒍𝒂 𝒑𝒓𝒐𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 (𝒖𝒏𝒊𝒗𝒐𝒒𝒖𝒆 )𝒅𝒆 𝑺 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒 𝑝𝑙𝑎𝑛 𝑋𝑂𝑌 . 
 
 Int.surf.2ème esp :Si �⃗� = (𝑃, 𝑄, 𝑅)   est de classe C1 et la normale à la surface  S( d’équation : 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0)  est �⃗⃗� =

∇𝜙⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

‖∇𝜙‖
=(𝑐𝑜𝑠𝛼, 𝑐𝑜𝑠𝛽, 𝑐𝑜𝑠𝛾)  (Le signe de l’int.surf. 2ème esp. dépend de la face de surface choisie) 

 

∬ 𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑺+ ∬ (𝑃𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑄𝑐𝑜𝑠𝛽 + 𝑅𝑐𝑜𝑠𝛾)𝑑𝑆 = ∬ �⃗�.  �⃗⃗�𝑑𝑆

𝑆𝑺
. 

 

 Si  C est un contour fermé limitant  une surface à deux faces S et 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) alors on a la Formule de Stokes 

∮ �⃗�
𝑐+

 . 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = ∬ 𝑅𝑜𝑡�⃗� . 𝑛 ⃗⃗⃗ ⃗
𝑆+

𝑑𝑠 . 

Ou bien : 

 ∮ 𝑷𝒅𝒙 + 𝑸𝒅𝒚 + 𝑹𝒅𝒛 = ∬ ((
𝝏𝑹

𝝏𝒚
−
𝝏𝑸

𝝏𝒛
)𝒄𝒐𝒔𝜶+ (

𝝏𝑷

𝝏𝒛
−
𝝏𝑹

𝝏𝒙
)𝒄𝒐𝒔𝜷 + (

𝝏𝑸

𝝏𝒙
−
𝝏𝑷

𝝏𝒚
)𝒄𝒐𝒔𝜸)𝒅𝑺

𝑺𝑐+
. 

 
 

 Si S est fermée, entourant un volume V ,alors on a la Formule d’Ostrogradski-Gauss : 

∯ �⃗�.  �⃗⃗�𝑑𝑆
𝑆

=∭ 𝑑𝑖𝑣�⃗�
𝑉

 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 . 

Ou bien : 

∬ (𝑃𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑄𝑐𝑜𝑠𝛽 + 𝑅𝑐𝑜𝑠𝛾)𝑑𝑆 =
𝑺 ∭ (

𝝏𝑷

𝝏𝒙
+
𝝏𝑸

𝝏𝒚
+
𝝏𝑹

𝝏𝒛
)

𝑉
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. 
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Applications des intégrales doubles et triples 
 

 L’aire  A d’une surface plane limitée par un domaine compact D de ℝ2 : 
 

𝐴 =∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

  

 

 L’aire 𝜎  d’une surface 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) de  ℝ3 dont la projection univoque dans ℝ2 𝑒𝑠𝑡 
limitée par un domaine compact D :  

𝜎 = ∬√1 + (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)
2

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦  

 Applications mécaniques : 
 

 La masse d’une plaque mince , plane ,limitée par un domaine compact D du plan  et 
telle que sa densité superficielle  en tout point est donnée par 𝛾(𝑥, 𝑦) : 
 

𝑀 =∬ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 

 
 Les coordonnées du centre de gravité G(𝑥𝐺 , 𝑦𝐺) sont données par : 

𝑥𝐺 =
1

𝑀
∬ 𝑥𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

,   𝑦𝐺 =
1

𝑀
∬ 𝑦𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 

 
 La masse d’un corps K de  ℝ3  limité par un domaine compact U  et telle que sa 

densité  en tout point est donnée par 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 
 

𝑀 =∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑈

 

 
 Les coordonnées du centre de gravité G(𝑥𝐺 , 𝑦𝐺 , 𝑧𝐺) 𝑑𝑒 𝐾 sont données par : 

𝑥𝐺 =
1

𝑀
∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑈
, 𝑦𝐺 =

1

𝑀
∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑈
  

                    𝑧𝐺 =∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑈

. 
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