RESUME DU COURS Fonctions de plusieurs variables ANALYSE IV/Chapitre |
I.  Différentiabilité
Cas de deux variables

or _ Yivn S0 +hYo)—f (x0.¥0) . OF _ 13 (0, ¥0+R)—f (x0,30)
* (x0,¥0) —}11_{51— et - (x0,¥0) —fllr{)l—h

 est différentiab] - ; Gro+h.yo+K)—F (Xov0)~5- (0 y0 3L (xo.v0)k 0
€es 1Irerentiaple au point (x,, (=4 1m = U.
¢ p (%o, Y0) (k) =0 ol

. df((xo,yo)) € L(R?,R):  df(xg,y,) (h,k) = (xo,yo) h+ (xo,yo) k =< Vf(xy,y0), (k) >.
® |a dérivée directionnelle de f suivant la direction v(a,b) au point(x,, ¥o):

D, (%o, yo)= tlirgf(x°+ta'y°+ib)_f(x°'y°) ,si f est diff’® alors D, (xy, Vo) =< Vf (X0, Vo),V >

of

a .
s eta—; continues dans U alors f de Classe C* dans U. (U : un ouvert de R?)

e Toutes les dérivées partielles jusqu'é I'ordres n sont continues dans U alors f est de Classe C" dans U.
e Sifestdeclasse C2 dans U alors —(x y) = f (x y) V(x,y)€U.

(Idem pour les fonctions de n varlables n> 3)

f:RZ >R fiRE>R
f est
différentiable 6f af af af of of or of
df = dx dy Vf = gradf = ( , 5) df =S dx + 7 dy + 57 dz. VE= (ax "3y’ az)
f est de classe 2p _ 0% 5 2 5 0%f 9%f
o , o 52 f d*f = Py dx® + Zaxay dxdy+2 3708 dydz +
d f— ~dx? +2—- dxdy +—dy 5 o2f e aZfd X aZfd )
e X Z+W y +a? Z°.
d.lal’ordre 2 f(xo +h,y, + k) = f(xo,yo) + f(a +H) = f(a) + (a)h+ (a)k ( )l+ [ (a)hz

(xo'yo)h*' (xo:}’o)k + [ o2 o2 o2
%hﬁ a? f hk k2 1+l (h, B)N12e((h, K)). +2m(a)hk + Zﬁ(a)hl + Zay?(a)kl +

o%f 2 4 o%f 2 2
avec(hkglm e((h, k)) =0. +—( )k —( V2] + | HI[?e(H).
avecH (h, k l) etlime(H) = 0.
H~(0,0,0)

e Soient P(x,y) et Q(x,y) de classe C*: P(x,y)dx+Q(x,y)dy est totale ssi Z—i = Z—z.
e Soient P(x,y,z) ,Q(x,y,2) et R(x,y,z) de classe C* ,la forme différentielle
[ 9P _00 0R _20 , 90 _ 3R
P(x,y,z) dx+ Q(x,y,z) dy + R(x,y,z)dz dy est totale ssi 3 oz 3y — oz et —=—.

e L’équation du plan tangent a la surface réguliére f(x, y,z) = 0 au point (x,, ¥, Zo) s'écrit :
of
a(xo'J’o:Zo)(x Xo) +_(xo;YO:Zo)(y Yo) + (XO.YO'ZO)(Z Z) =0
Il Extrema libre

o festdifférentiable dans U et a € U, f(a) est un extrémum = df(a)=0 (a est un point critique)
a%f __9%f _9%f

axdy '~ o9x2 ett = dy?

A<Oetr <0 = f(a)est un maximun

e i df(a)=0etfestdeclasse C?:s =

o A=s2—7rt,{ A<O etr >0 = f(a)est un minimun
A>0 = f(a) est un point selle

A= 0 on ne peut rien conclure, ce cas nécessite une étude plus approfondie (revenir a la définition d’extrémum).

e  Matrice Hessienne d’une fonction de classe C? :Hf = (ai (:;)) i,j=1,..
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92%f 92%f 92%f

dx2  9dydx 0zdx
[ a2f a2f 02f |

DansR3, H; = —
’ f |\6x6y dy2  9zdy |

a%f  a%f  9%f
dxdz 0dydz  0z?

Si f est de classe C*, Hyest symétrique et toutes ses valeurs propres sont réelles.

Si Hy (a) est définie positive alors f(a) est un minimum local.

Si Hy (a) est définie négative f(a) est maximum local.

Si Hy (a) admet des valeurs propres de signes contraires alors fadmet un point selle en a.
lil. Extrema liés

Trouver l'extrémum de f(x) sous la contrainte g(x)=0, x=(x;)i = 1, ..., n revient a chercher l'extrémum de la fonction
auxiliaire dite de Lagrange : ®(x) = f(x) + 4g(x)  A: Multiplicateur de Lagrange

La condition nécessaire d’extrémum: d®(a)=0 avec la condition g(a)=0

pour le caractére d’extrémum, on étudie le signe de d?®(a) avec la condition dg(a)=0.

V. Fonctions vectorielles
e  Soitf:Uc R™ - R™(U :ouvert). Si f est différentiable en a, alors df (a ) € L(R", R™) ,sa matrice Jacobienne est

donnéepar:J ; = (%fi) i=1,..m. j=1,..n.
J

e Sin=m,le Jacobien est le déterminent de la matrice Jacobienne : det( f) = Dfefn)
D(x1,X2,...Xn)
V. Fonctions implicites
Soitf: R > R et (a,b) un point de D . Si Soitf: R® - R t(a,b,c) un point de D;. Si
* f(a,b)=0 H * f(alb Ic)=0 i
# f estdifférentiable au V(a,b) ; # f estdeclasse C'auV(a,b,c);
* Tab=o; ¥ ZLabo=o;
Alors 3V = V(a), W = V(b) et @; V — W continue Alors 3V = V(a,b), W = V(c) et @;V - W de classe C' telle
telle que: @(a) = bet f(x, (x))=0Vx €V que:@(a,b) = cet f(x,y, 9(x,y))=0 Vx € V
si f est diff*'® alors ¢ est diff"® et @' (x) = , _ _fxyeGy) __r 'y (xyeky)
_fy(xe() ?'x(xy) f'z(x.y.tp(x.y))'(p »(%,Y) frz(xy.0xy)"
f’y(x"l’(x))

Soit f :R™ X R" — R" et (a,b) un pointde D, aveca € R™ etb € R".

f(X: Y) = (fl (X: Y), ---:fn(X: Y)):X = (xi)lsism ER™,Y = (yi)lsisn € R" Si
# f(ab)=0;
# f estdeclasse Ctau V ((a, b)) ;

#* det(3,(ab)) £0 ouTy = (%f,) ij=1..n00F = (%fl) i=1,.,n,j=1,..m
] J
Alors 3V =V (a), W = V(b) et ¢;V > W de classe C! telle que :

@(@) =bet f(X @X)=0pn et I,X) =-F, " (X,0(X)).3x (X, 0X)) VXeV.
VI. Fonctions inverses
Soit f:A—> BouAc R™etB c R".
e  fest un homéomorphisme si f est bijective et f ainsi que f ~'sont continues.
e festun C¥ —difféomorphisme si f est bijective et f ainsi que f ~sont de classe C, k> 1.
Soit f:U —» R™ ou U est un ouvert de R", une fonction de classe C*, k> 1.
Si Ya€U,f' (a)estinversible alors f est un C* —difféomorphisme local autour de a.
VIl. Opérateurs différentiels

= a o 0 =
Nabla :V= (— — —)
ox’ay’oz) ’

=(% ﬂ) = If ol ;

= (ax’ay ) gradf ou festun champ scalaire.
Lo 92 92 92 _9%r , 9%f | B%f . .

Laplacien : A= —— + a2 T2 Af ==+ =5 +-—. otfestun champ scalaire

ofi | 0f

Divergence : divf= Pyl 3y + %; V]T ouf = (fl,fz,f3_) un champ vectoriel.

. 2> = 2 (9 af, @ af; 0@ F
Rotationel : rotf=:V A f =(a—];f' —a—];z,a—];l — a_]:j’a_f _a_l;l)
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