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I. Différentiabilité  
                    Cas de deux variables 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) = lim

ℎ→0

f(𝑥0+ℎ,𝑦0)−𝑓(𝑥0,𝑦0)

ℎ
 et  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) = lim

ℎ→0

f(𝑥0 ,𝑦0+ℎ)−𝑓(𝑥0,𝑦0)

ℎ
 

 f est différentiable au point (𝑥0, 𝑦0)  ⇔ lim
‖(ℎ,𝑘)‖→0

f(𝑥0+ℎ,𝑦0+𝑘)−𝑓(𝑥0,𝑦0)−
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0,𝑦0)ℎ−

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0,𝑦0)𝑘

‖(ℎ,𝑘)‖
= 0. 

 df((𝑥0, 𝑦0) ) ∈ ℒ(ℝ
2, ℝ):      df(𝑥0, 𝑦0) (h, k) =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) ℎ+

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) 𝑘 =< ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), (ℎ, 𝑘) >. 

 La dérivée directionnelle de f suivant la direction v(a,b) au point(𝑥0, 𝑦0):                          

 𝐷𝑣(𝑥0, 𝑦0)= lim
𝑡→0

f(𝑥0+𝑡𝑎,𝑦0+𝑡𝑏)−𝑓(𝑥0 ,𝑦0)

𝑡
 ,si f est diffble alors  𝐷𝑣(𝑥0, 𝑦0) =< ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), 𝑣 > 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  𝑒𝑡

   𝜕𝑓

𝜕𝑥
   𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑈  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 f de Classe C1 dans U. (U ∶ 𝑢𝑛 𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟𝑡 𝑑𝑒 ℝ2) 

 Toutes les dérivées  partielles jusqu’à l’ordres n sont continues dans U alors f est de Classe Cn dans U. 

 Si f est de classe C2 dans U alors  
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)   ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈. 

(Idem pour les fonctions  de n variables n≥ 𝟑) 
 

 𝑓: ℝ𝟐 → ℝ    𝑓: ℝ𝟑 → ℝ    

f est 
différentiable 

 

  df =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦.    ∇𝑓 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓 = (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 ,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) 

 

df =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧.   ∇f=(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧
) 

f est de classe 
C2 

 

𝑑2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 + 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
𝑑𝑦2. 

𝑑2𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 + 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦+2

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
𝑑𝑦𝑑𝑧 + 

2
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑧 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
𝑑𝑦2 + 

𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
𝑑𝑧2. 

d.l à l’ordre 2   f(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)ℎ + 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)𝑘 +

1

2
[ 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
ℎ2+ 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ℎ𝑘+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
𝑘2  ]+‖(ℎ, 𝑘)‖2𝜀((ℎ, 𝑘)). 

avec  lim
(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝜀((ℎ, 𝑘)) = 0. 

𝑓(𝑎 + 𝐻) = 𝑓(𝑎) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎)ℎ+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)𝑘+

𝜕𝑓

𝜕𝑧
(𝑎)𝑙+

1

2
[
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑎)ℎ2 

+2
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑎)ℎ𝑘 + 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧
(𝑎)ℎ𝑙 + 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
(𝑎)𝑘𝑙 + 

+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑎)𝑘2 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
(𝑎)𝑙2] + ‖𝐻‖2𝜀(𝐻). 

 avec 𝐻 = (ℎ, 𝑘, 𝑙) et lim
𝐻→(0,0,0)

𝜀(𝐻) = 0. 

 Soient P(x,y) et Q(x,y) de classe C1 : P(x,y)dx+Q(x,y)dy  est totale  ssi   
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
. 

 Soient P(x,y,z) ,Q(x,y,z) et R(x,y,z) de classe C1  ,la forme différentielle  

P(x,y,z) dx+ Q(x,y,z) dy + R(x,y,z)dz dy  est totale  ssi   
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
 ; 
𝜕𝑅

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑍
 𝑒𝑡 

𝜕𝑃

𝜕𝑍
=
𝜕𝑅

𝜕𝑥
. 

 L’équation du plan tangent à la surface régulière f(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 au point (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) s’écrit : 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑥 − 𝑥0)  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑦 − 𝑦0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑧 − 𝑧0) = 0 

II. Extrema libre  

 f est différentiable dans U 𝑒𝑡 𝑎 ∈ 𝑈, f(a) 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑟é𝑚𝑢𝑚  ⇒df(a)=0 (a est un point critique) 

 si  df(a)=0 et f est de classe C2 : 𝑠 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 , 𝑟 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
  𝑒𝑡 𝑡 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
   

 ∆= 𝑠2 − 𝑟𝑡 , {

∆< 0 𝑒𝑡 𝑟 < 0   ⇒  f(a) 𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑛

∆< 0   𝑒𝑡 𝑟 > 0 ⇒   f(a) 𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑛

∆> 0             ⇒          f(a) 𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑠𝑒𝑙𝑙𝑒

 

∆= 0 on ne peut rien conclure, ce cas nécessite une étude plus approfondie (revenir à la définition d’extrémum). 

 Matrice Hessienne d’une fonction de classe C2 :𝐻𝑓 = (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
)) i,j=1,...n. 
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Dans ℝ3,    𝐻𝑓 =

(

  
 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑥

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧

𝜕2𝑓

𝜕𝑧2 )

  
 

 

 Si f est de classe C2 , 𝐻𝑓est symétrique et toutes ses valeurs propres sont réelles. 

 Si 𝐻𝑓 (a) est définie positive alors f(a) est un  minimum local. 

 Si 𝐻𝑓 (a) est définie négative f(a) est maximum local. 

 Si 𝐻𝑓 (a) admet des valeurs propres de signes contraires  alors f admet un point selle en a. 

III. Extrema liés 

𝑇𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟 𝑙′𝑒𝑥𝑡𝑟é𝑚𝑢𝑚 de f(x)  sous la contrainte g(x)=0, x=(𝑥𝑖)𝑖 = 1,… , 𝑛 revient à chercher  𝑙′𝑒𝑥𝑡𝑟é𝑚𝑢𝑚  de la fonction 

auxiliaire dite de Lagrange :  𝚽(𝒙) = 𝐟(𝐱) + 𝝀𝐠(𝐱)        𝝀:𝑴𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒕𝒆𝒖𝒓 𝒅𝒆 𝑳𝒂𝒈𝒓𝒂𝒏𝒈𝒆 

               La condition nécessaire d’extrémum∶ d𝚽(a)=0 avec  la condition g(a)=0 

pour le caractère d’extrémum, on étudie le signe de d2𝚽(a) avec la condition dg(a)=0. 

 

IV. Fonctions vectorielles  

 Soit f :U ⊂ ℝ𝐧 → ℝ𝐦 (U :ouvert). Si f est différentiable en a, alors 𝐝𝐟(𝒂 ) ∈ 𝓛(ℝ𝐧, ℝ𝐦) ,sa  matrice Jacobienne  est 

donnée par : 𝔍 𝑓 = (
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑓𝑖) i =1,...m.  j=1,...n. 

 Si n=m,le Jacobien est  le déterminent de la matrice Jacobienne : 𝑑𝑒𝑡(𝔍 𝑓) =
𝐷(𝑓1 ,𝑓2,…,𝑓𝑛)

𝐷(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)
 

V. Fonctions implicites 

o Théorèmes des fonctions implicites 

Soit f : ℝ𝟐 → ℝ  et (a,b) un point de 𝑫𝒇. Si 

 f(a,b)=0 ; 
 f  est différentiable au V(a,b) ;  

 
𝝏𝒇

𝝏𝒚
(𝐚, 𝐛) ≠ 𝟎; 

Alors ∃𝓥 = 𝐕(𝐚),𝓦 = 𝐕(𝐛) 𝐞𝐭 𝛗;𝓥 →𝓦 continue 

 telle que : 𝛗(𝐚) = 𝐛 𝐞𝐭   f(x, 𝛗(𝐱))=0 ∀𝐱 ∈ 𝓥 
si f est diffble alors 𝛗 est  diffble et 𝛗′(𝐱) =

−
𝒇′𝒙(𝒙,𝝋(𝒙))

𝒇′𝒚(𝒙,𝝋(𝒙))
 

Soit f : ℝ𝟑 → ℝ  t (a,b,c) un point de 𝑫𝒇. Si 

 f(a,b ,c)=0 ; 
 f  est de classe C1 au V(a,b,c) ;  

 
𝝏𝒇

𝝏𝒛
(𝐚, 𝐛, 𝐜) ≠ 𝟎; 

Alors ∃𝓥 = 𝐕(𝐚, 𝐛),𝓦 = 𝐕(𝐜) 𝐞𝐭 𝛗;𝓥 →𝓦 de classe C1 telle 

que :𝛗(𝐚, 𝐛) = 𝐜 𝐞𝐭 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝛗(𝐱, 𝐲))=0 ∀𝐱 ∈ 𝓥 

𝝋′𝒙(𝒙, 𝒚) = −
𝒇′𝒙(𝒙,𝒚,𝝋(𝒙,𝒚))

𝒇′𝒛(𝒙,𝒚,𝝋(𝒙,𝒚))
,𝝋′𝒚(𝒙, 𝒚) = −

𝒇′𝒚(𝒙,𝒚,𝝋(𝒙,𝒚))

𝒇′𝒛(𝒙,𝒚,𝝋(𝒙,𝒚))
. 

 

o Théorème des fonctions implicites généralisé ( cas vectoriel) 

Soit f :ℝ𝐦 ×ℝ𝐧  → ℝ𝐧  et (a,b) un point de 𝐷𝑓  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑎 ∈ ℝ
𝐦 et b ∈ ℝ𝐧. 

𝑓(𝑋, 𝑌) = (𝑓1(𝑋, 𝑌),… , 𝑓𝑛(𝑋, 𝑌)): 𝑋 = (𝑥𝑖)1≤𝑖≤𝑚 ∈ ℝ
𝐦 , 𝑌 = (𝑦𝑖)1≤𝑖≤𝑛 ∈ ℝ

𝐧  Si 

 𝑓 (a,b)=0 ; 

 𝑓  est de classe C1 au  𝒱 ((𝑎, 𝑏)) ;  

 𝑑𝑒𝑡(𝔍 𝑌(a, b))) ≠ 0    où 𝔍 𝑌 = (
𝜕

𝜕𝑦𝑗
𝑓𝑖)  i , j = 1, . . . n. où 𝔍 𝑋 = (

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑓𝑖)  i = 1,… , n , j = 1, . . .m. 

Alors ∃𝑉 = 𝒱(a),𝒲 = 𝒱(b) et φ;V →𝒲 de classe C1 telle que : 

 φ(a) = b et   𝑓(X, φ(X)) = 0ℝ𝐧   𝑒𝑡  𝔍 𝜑(𝑋)  = − 𝔍 𝑌
−1 (𝑋 , 𝜑(𝑋)) . 𝔍 𝑋  (𝑋 , 𝜑(𝑋))   ∀X ∈ V . 

VI.    Fonctions inverses 

Soit  𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑜ù 𝐴 ⊂ ℝ𝐦 et B ⊂ ℝn. 

 𝑓est un homéomorphisme si 𝑓 est bijective et 𝑓 ainsi que 𝑓−1sont continues. 

 𝑓est un 𝐶𝑘 −difféomorphisme si 𝑓 est bijective et 𝑓 ainsi que 𝑓−1sont de classe Ck, k≥ 1. 

Soit 𝑓: 𝑈 → ℝn  𝑜ù 𝑈  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟𝑡 𝑑𝑒 ℝn, une fonction de classe Ck, k≥ 1. 

𝑺𝒊   ∀ 𝒂 ∈ 𝑼, 𝒇′  (𝒂) 𝒆𝒔𝒕 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒊𝒃𝒍𝒆  𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 𝒇 𝒆𝒔𝒕 𝒖𝒏 𝑪𝒌 −difféomorphisme local autour de a. 

VII.        Opérateurs différentiels  

Nabla :∇⃗⃗ = (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
)  , ∇⃗⃗ f = (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧
) = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓   où f est un champ scalaire. 

Laplacien : ∆=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
  , ∆𝑓 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
.  où f est un champ scalaire 

Divergence : div 𝑓  = 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓2

𝜕𝑦
+
𝜕𝑓3

𝜕𝑧
.= ∇⃗⃗ . 𝑓 ⃗⃗⃗     𝑜ù 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2 , 𝑓3,) un champ vectoriel. 

Rotationel : rot𝑓 =:∇⃗⃗ ∧ 𝑓  =(
𝜕𝑓3

𝜕𝑦
−
𝜕𝑓2

𝜕𝑧
,
𝜕𝑓1

𝜕𝑧
−
𝜕𝑓3

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓2

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓1

𝜕𝑦
) 


