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Exercice 1

-2 1
On considére la matrice A = ( B 1 5 )

1
1. Effectuer 2 itérations par la méthode de la puissance, a partir de E ( 1 ) . Conclure.

2. Expliquer comment fonctionne la méthode de la puissance et donner deux explications
possibles de ce qui se passe en 1. Selon vous, quelle est ’explication la plus probable?
Solution

1 1
1. On pose (0 = — ( )
P V2 \ 1

Premiére itération

0 o_ L[ 21 1 Lt
= Az = — 1 = — 3
! V2 \ -3 2 ( ! > 2\ 3
2 2
—1
1 1
k=200 2 )| =505
V2 5 , 2v/2
(1) —1
O P A 3
Iy, V13 3
A =< Az® 20 >
7
—2 1 —1 Z
2 2 1
CommeAx(l):— 1 3 = — % ——<7)
13\ —z 2 = VAR e 13\7
2 2 5
—1 —1
1 (/7 2 2 7 7
lors AP =< —— — | 3 == 3 = —
alors < 13(7>, 13<§)> 13<<7),(§>> 13

Deuxiéme itération
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La suite engendrée par la méthode de la puissance est 2™ = { x(x1) 517 esh palt

si n est impair
De plus les approximations AL e A3 n’appartiennent pas aux disques de Gershgorin
{l]z—=2| <0.5}U{|z+ 2| <0.5}. La méthode ne converge pas.
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2. On suppose que les valeurs prores de A sont tels que || > |Aa] > [A3] > -+ > |\, et
que les vecteurs propres associés v; forment une base alors
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Une premieére raison pour que la méthode ne converge pas est ¢; = 0.
Une deuxiéme raison est qu’ils existent deux valeurs propres de méme module.
Au vu des disques de Gershgorin correspondants & notre matrice la deuxiéme explication
est la plus plausible, étant donné qu’une premiére valeur propre est proche de —2 et que la
seconde est proche de 2.
Exercice 2 .
1. Soit A € M,(R). Démontrer que si A est une valeur propre de A, alors A € 'UlDi ol

1=

A"
Or ( l) — 0 quand k& — oo donc z®) — )\Ifclvl un vecteur propre de A associé a la valeur

la valeur propre \; ~

Di=q2€C, |z —au| <3 ayl

JF#i
2. En utilisant les disques de Gershgorin, donner une estimation du nombre maximal de
valeurs propres complexes des matrices suivantes:

2 -1/2 0 —1/2 -5 0 1/2 1)2

A 0 4 0 2 5_ /2 2 1/2 0

| —1/2 0 6 1/2 N 0 1 0 1/2

0 0 1 9 0 1/4 1/2 3
Solution

1. Prenons v un vecteur propre associé a la valeur propre A, et soit ig tel que |v;,| = max |v;]-
1<i<n

Puisque v est vecteur propre pour A , on a Av = Av & (A — a;;)v; = Y a;;0; 1<i<n
J#i
= [A = aiil [vi| <3 lag[ o] 1<i<n
J#i
Prenons i = i alors |\ — aiyi| [Vig] < D |aiy;||v;] puisque |v;y| # 0 alors |A — a;pi| <
J#io

v; v;
> faig 2 < 5 fag] - (ear ) <)
i#io |vio| ™ o |Vio

Dot A € D, ot D;y =< 2 € C, |2 — aipip] < D aig;l ¢ -
J#i0
2. Remarquons d’abord que puisque les matrices A et B sont réelles alors si A est valeur
propre complexe \ est aussi valeur propre.
Pour la matrice A
Les disques par lignes sont
D, ={z€C, |z—-2| <1}, Dy ={z€C,|z—4]| <2},
DSZ{Z€C7‘2_6‘S1}> D4:{Z€C7’Z_9’§1}'
Le disque Dy est isolé, il contient une seule valeur propre donc Ay € R.

Les disques par colonnes sont
D) ={z€C,|z—-2| <1/2}, Dy ={z€C,|z—4| <1/2},



Dy ={z€C, |z—6| <1}, Dy={z€C,|z—9| <3}.
Les disques D] et D} sont isolés, ils contiennent une valeur propre chacun donc Ay, As € R.
En conclusion, la matrice A ne contient aucune valeur propre complexe.
Pour la matrice B
Les disques par lignes sont
D, ={z€C,|z+5|] <1}, Dy ={z€C,|z—2| <1},
Dy ={z€C,|z| <3/2}, Dy={z€C,|z—3| <3/4}.
Le disque D; est isolé, il contient une seule valeur propre donc \; € R.
Les disques par colonnes sont
D) ={z€C,|z+5]| <1/2}, Dy ={z€C,|z—2| <5/4},
Dy={:€C,|2|<3/2}, Dy={:€C,|—3 <1},
Les disques par colonnes n’apportent aucune information supplémentaire.
En conclusion, la matrice B contient au maximum deux valeurs propres complexes.
Exercice 3
On considére le probléme
y =2ty — 4t, 0<t<2

(P) { y(0) =3
1. Montrer que (P) admet une solution unique.
2. Déterminer cette solution.
3. Donner une borne de lerreur dans 'approximation de y(2) utilisant la méthode d’Euler

avec h = —.

Solution
1. On pose f:[0,2] x R — R telle que f(t,y) = 2ty — 4t.
i) [ est continue sur [0, 2] x R
i) |f(t,y) — f(t,2)] < 2t|ly—z| <4|y—z|,donc f est lipschitzienne par rapport a y
uniformement par rapport a t, de constante L = 4.
D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz le probléme (P) admet une solution unique.
2. L’équation y' = 2ty — 4t s’écrit ¢y’ = 2t (y — 2) c’est une équation & variables séparables.
ifﬂz:f2tdt:>y(t):cet2+2
La co%dition initiale donne ¢ = 1.
D’oul la solution du probleme (P) est y(t) = 2+ €'’
3. /(t) = 2te” ety (t) = (2 + 4t%) e’ qui est toujours positive. Comme 3" (t) = ¢ (12 + 8t2) e’
est positive alors le maximum de y” () sur [0, 2] est atteint pour ¢ = 2,donc M = y”(2) = 18¢*.

hM 18¢4
Dioit [y(2) - ysol < 57 [X¢0 —1] = i 2(€ = 1) = 0.09¢4(e* — 1),

2L

Exercice 4
On considére le probléme
y' = [f(t,y).t €la,b
©  {Y=ftnice
y(a) = yo

ou [a,b] C Riyp € Ret f: [a,b] x R — R une fonction de classe C%sur [a,b] x R et
lipschitzienne par rapport & la deuxiéme variable, c’est a dire

L > 0 tel que Vt € [a,b],Vy,z € R, |f(t,y) — f(t,2)| < L|y — 2| .
Pour approcher le probléme (F), on considére le schéma numérique suivant:



(S) Yn+1 = Yn + ahf(tn, yn) + Bhf(tn + b, yn + hf(tn, Yn)), 0<n<N-1

ol « et [ sont des réels a choisir au mieux, h = (b—a)/N et t, = a+nh,0 <n < N
(N € N fixeé)
1. Montrer que le schéma () est stable pour tout choix de « et 3.
2. Déterminer une condition sur « et 3 pour que le schéma (.S) soit consistant.
3. En déduire une condition sur « et [ pour que le schéma (S) converge.
4. On suppose que a + 5 =1 et § > 0. Etudier I’absolue stabilité du schéma ().
Solution
En posant ¢(t,y, h) = af(t,y) + Bf(t + h,y + hf(t,y)) le schéma proposé se reécrit:
Yn+1 = Yn + hgb(tn’ Yns h)

1. Pour montrer que le schéma () est stable pour tout choix de a et . Il suffit de montrer
que la fonction ¢ est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable pour tout « et 5 dans
R.
Soit t € [a,b] et soit y,z € R
6t y, h) — ¢(t, 2, k)| = |af(t,y) + Bf(E+hy+hf(t,y) —af(t,z)+Bf({t+h 2+ hf(t2))]
< Jal [f(t9) — £(t, ) + |81 |F(t + by + hf(y) — F(E+ By =+ hf(t,2))
Puisque f est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable, on a:
’¢(taya h) - ¢<t,Z, h)l < ’CY’ L |y - Z’ + ’B’ L ‘y + hf<t>y) -z hf(t,Z)’
<la|Lly —z[+ |8 L|y — 2| + |B| L |hf(t,y) — hf(t, 2)]
<la|Lly—z|+|8| Ly — 2|+ |8| L*h |y — 2|, comme h < h* < b — a, on obtient:
|6(t,y, h) — &(t, 2, h)| < L|y — 2| avec L = |a| L+ |B| L +[B| L*h*
Il s’ensuit que pour tout choix de a et 3, ¢ est lipchitzienne par rapport a la deuxiéme
variable et le schéma (5) est stable.
2. Le schéma (S) est consistant, si et seulement si ¢(¢,y,0) = f(t,y) Vt, V.
Or ¢(t,y,0) = af(t,y) + Bf(t,y) alors, pour que le schéma (.S) soit consistant, il faut et il
suffit que a + = 1.
3. Si a+ =1, le schéma (5) est stable et consistant, il est convergent.
4. On pose f(t,y) = —Ay avec A > 0
alors () s’écrit
Ynt1 = Yn — hAY, — BhAy, + BR2Ny, = (1 — hA + BR2N?) y,
C’est une suite suite géométrique de raison 1 — b\ + Sh2\? alors vy, = (1 — hA+ 6h2)\2)n Yo
Le schéma est A-stable ssi |1 — hA + 5h2>\2} <1
On pose x = hh et g(z) =1 —x + S22, 2 >0
g'(m)z—l—l—Zﬁxég'(m):O@x:% >0

. 1 1
ming(a) = 9(3) =1~ 13

1

1
811—ﬁ2—1
alors |g(m)|<1@0<x<%et{1—h)\+ﬁh2/\2|<1(:)0<h<ﬁ—1>\.
sil—i<—1<:>i>2<:>0<6<1
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g(r)=-1pB2>—2+2=0
A=1—-83>0
x1=—17“22785 > 0,29 = HW
1-%3 i—s5 1
alors [g(z)| <1 &z € ]O, 1- QESB[U} It 2285,5[

g 1
et |1 — hX+ Bh2N?| <1@Ae}o,1u@[u}“—w,ﬁ

On déduit que pour tout «, 3 tels que a + 5 = 1 et § > 0 le schéma (5) est absolument
instable.



