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Epreuve Finale d’ Analyse IV (durée 02h)

Exercice 1 : (07 points)

Soit 'application ¢: R X R* - R2
(6 y) = @ly) =@v) = (i,x2 +y2)-
1) Vérifier que I'application ¢ n’est ni surjective ni injective de R X R*vers R?.
2) Montrer que @ estun C! —difféomorphisme local dans R X R, . est elle un
homéomorphisme de R x R,vers R x R,* ?

3) Soit D = {(x,y) ER:0<x< gy et x? +y? < cos (g) }, montrer que ¢ est un

C' —difféomorphisme global de D vers @ (D) et déterminer le Jacobien de ¢~ 1.
Représenter dans le plan(u, v), le domaine ¢ (D).
n 7
4) a) Calculer I = foz(cosu)Edu , écrire lavaleurde I enfonctiondey =T G), on donne:
Bp,q) = fol w1 -widu et T@I(l-a)=——a¢Z I(1/2)=Vr

(x2+y2)7/2
b) En utilisant le changement de variables ¢, calculer ffD I —

T

dxdy

Exercice 1: 05,5 points
Soit f une fonction de classe C! sur R, on considére le systéme (S) d’équations :
fly)+ (yz)?—z+2t+1=0
O fxz2)+xy)2+z—t =0
fxt)+ yt+z> = 0
1. Sous quelles conditions suffisantes peut-on résoudre x,y,z en fonction de t dans un
voisinage du point (tg, X0, Yo,20) = (0,0,1,1). On pose ®(t) = (x(t),y(t),z(t))
2. Supposant les conditions précédentes vérifiées, on donne : f(0) = f'(0) = —1; calculer
x'(0), y'(0) et z'(0).

3. Soitg:R3— Rtelle que g(X) = ||X||22,montrer que l'application go® est de classe ct
dans un voisinage de zéro et écrire son développement limité d’odre 1 au voisinage de t=0.

Exercice2: 07.5 points
1. I = ff51+ xdydz + ydxdz + zdxdy = ﬂsl xcosadydz + ydxdz + zdxdy = et

I, = ffs{f xdydz + ydxdz + zdxdy

ou §;* est la face extérieure de la surface du céne d’équationS; : z=x2+y2 ,0<z<1
et S,* estla face extérieure de la surface de la de partie de la sphere S,:x? + y? + 22 =2 avec
1<z<A2. (On vérifieraquel; = 0etl, = 47r(\/7 — 1) )

2. SoitV le domaine compris entre les deux surfaces S; et S,
(V est limité supérieurement par la sphére et inférieurement par le cone )

On consideére la surface fermée S = S; U S,, calculerg’iﬁsJr xdydz + ydxdz + zdxdy et
retrouver le résultat en appliquant la formule d’Ostrogradski-Gauss.

3. Calculer I'intégrale curviligne ¢, (z%x + zy)(dy —dx) + (x +y)dz ou Cestlacercle
formé par l'intersection de la sphére x2 + y2 + z2 = 2 etle cone z = \/x% + y2, le sens

du parcours est le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Retrouver le résultat en
appliquant la formule de Stokes .

On donne : Formule de Stokes : §C+ﬁ.ﬁ = [l RotF .7 ds
Formule d’ Ostrogradski-Gauss : ¢f, F. AdS = 111, divF dxdydz
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Corrige

Exercice 1 : (07 points)

¢: RxR* > R* (x,y)- ¢xy) =) = G,xz +3’2)-

1) (0.5pts) V (x,y) € RxR* ¢(x,y) =Wwv)v>0
e (@ n’estpassurjective de R X R*vers R? ; en effet, pour (u,v) tel que v < 0, (u,v) #
p(x,y) V(x,y) € RxR*; ¢@(RxR") # R?
e (@ n’estpas injective dans R X R*car ¢(x,y) = @(—x,—y) pour (x,y) € R X R*

2) (1.75pts)

e V(x,y) € RxR* ¢ estde classe C'puisque ses deux composantes sont de classe C*
1 -X

— —_— 2
Sa matrice jacobienne est ], = < y y2> vV (x,y) € RXR* detJ, =2 + 2;_2 +0
2x 2y
Alors ¢'(x,y) estinversible V (x,y) € R X R*,ainsi ¢ estun C! —difféomorphisme local

dans R X R,
e @ n’estpas un homéomorphisme de R X R,vers R x R,* car elle n’est pas injective.

_ 2. T 2 2 x
3) (1.5pts)D—{(x,y)ER.0<x<2y et x*+y Scos(y) },

Pour démontrer que @ estun C! —difféomorphisme global de D vers ¢(D) ,il suffit de
montrer qu’elle est injective de D vers ¢(D) car ¢ est déja un C! —difféomorphisme local
dans R X R,.

V (x1,¥1), (x2,¥2) € D: si@(x1,¥1) = @(x3,¥2),
(

| X1 X2 Xy
—_— =, = £
{ @01, y1) = 9(xz,y2) @4 oy My,
(x,y)ED=>x>0ety>0 %22 + 7,2
Itx12 +y1% = y,? (T) =x,%2 + y,?
2

Ainsi y,2 = y,2 >y, =y, il sensuitx; = x, alors @ est injective.

. -1, N S
Le Jacobiende ¢~ : det/,-1 = det),  20x%+y?)

T 7 1 1
4)(3.25pts) a) [ = foz(cosu)idu on pose v = sin®u ,dv = 2vz(1 — v)zdu

Izlflv%l(l_v)% du :13(1 9):F(%)F(%) _%%F(%)‘/E_\/— SFZ(%)
2Jo

7 = =A+r

2P \2'4 11 7.3 /3 1 1
() 2777(3) a2r (z)r(1-37)
5v2

I = y?
42\r
- 2 O<u<=
b) (x,y) = ¢~ (w,v), dxdy = 2(19632]—erz)dudy, (u,v) € (D) : {0 e czosu

7 - .
Il (ng# dxdy = %fog focosu v/2 dvdu = % %fof(cosu)%du = % I
Exercice 1: 05,5 points
La fonction f: R = R est de classe C1 ,le systeme (S) s'écrit :F(t,x,v,z) = (0,0,0) ou:
F = (f1,f2, f3) tel que
it x,y,2) = flxy) + (2)* —z+ 2t +1
folt,x,v,2) = f(xz) + (xy)? +z —t

f3(t,x,y,2z) = f(xt) + yt+ z2
1. (2.75pts) Pour résoudre x,y, z en fonction de t dans un voisinage du point (tg, X9, Yo,20) =
(0,0,1,1),il suffit d’appliquer le théoréme de fonction implicite a la fonction vectorielle F
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@ i F est de classe C! puisque ses trois composantes sont de classes C! dans R3 .
s i. F(0,0,1,1) =(0,0,0) e
N £00,01,1)=f0)+1=0

£2(0,01,1) = f(0)+1=0 1%condition : f(0) = —1
f3(0,0,1,1) = f(0)+1=0

ii. SiY=(0yzetX=tJyF(txyz)=
yf'(xy) xf'(xy) +2z%y -1+ 2y%z

zf'(xz) 2x%y 1+ xf'(xz)
tf'(xt) t 2z + xf'(xt)
f 2 1
JyF(0,0,1,1) = (f’(O) 0 1>, det(,/yF(0,0,1,1)) = —4£"(0)
0 0 2

2¢mecondition : det(,/yF(0,0,1,1)) # 0 & f'(0) = 0

Conclusion :si f(0) = —1 etf'(0) # 0 alors3V =V(0), W = V((O,l,l))et o: VoW
unique et de classe Cltelle que Vt € V,F(t, ®(t)) = Ogs, @(t) = (x(t), y(t), z(®)).

2. (1.5pts)Si f(0) = f'(0) = —1 alors le TFI est applicable;
®'(t) = Jo(t) = —Jy 'F(0,0,1,1).]xF(0,0,1,1).

-1 2 1 1/0 —4 2
]yF(0,0,1,1)=<—1 0 1) ]y_lF(0011)——<2 -2 0>
0 0 2 0

4
2

]xF(t,x,y,z)=< )]XF(0011 :( )
y 1

x'(0) 1/0 —4 2
®’'(0) = y'(0) =Z<2 -2 o)( 1>=Z(6>
z'(0) 0 0 2/\1 2

3. (1.25pts)g: R3 - Rtelle que g(x,v,z) = (x? + y2 + z2) estdeclasse C.(fonction
polynémiale)
Vg(x,y,2z) = (2x,2y,2z) Vg(0,1,1) = (0,2,2)
@
VERSWc RS R: god(t) = x2(6) + y2(t) + 22(£) god(0) = 2

go® estde classe C! dans un voisinage de zéro comme composée de deux fonctions de
3

2
classe C? et (go®)’'(0) = Vg(0,1,1).@'(0) = (0,2,2) | = |=4

1

2

Le développement limité a I'ordre 1 de go® au voisinage de zéro s’écrit :
go®(t) = 2 + 4t + te(t) avece(t) > 0qdt -0

Exercice2: 07.5 points
1. (03.25pts)

e I, = ff51+ xdydz + ydxdz + zdxdy :ffsl (x.cosa + y.cosp + z.cosy)ds

Avec 7 = (cosa, cosf,cosy) normalealasurfaceS; : z=¢@(x,y) =x2+y? ,0<z<1
. — ., _ [z 2 _ P S —(=* =¥
OuS;: ®(x,y,2) = z x4 +y+=0,ainsi:n = Vol , Vo = ( i ,1)

2 2
projxoySi =D = {(x,y):x* + y* <1},I; = ffsl (-= ?, +2)ds =0
o L =[ + xdydz + ydxdz + zdxdy Sy ®(x,y,z) =x2+ y>+22-2=0

Ouz—go(xy)—w/ —xz—y 1<z<2
VCD z
= war VO = (2x,2,22), 7 = (\/’ 'z J’)

2 2 2
projxoyS; =D = {(x,y):x* +y* <1} I, = ffsz (%)ds = ‘/Effsz ds
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ds=\/1 +o 2+ go'yzdxdy= /1 +2% 4 y—zdxdy =2 dxdy

2.

=1 (7)

Zdu_4n_(\/7_1)

(02 pts)Comme la surface fermée § = §; U S,, I3 = #S,, xdydz + ydxdz + zdxdy .

I; = ff51+ xdydz + ydxdz + zdxdy + ff52+ xdydz + ydxdz + zdxdy .
13 = 11 + 12.
I; = 4n(vV2 - 1).

En appliquant la formule d’Ostrogradski-Gauss : avec F = (x, Y,Z), divF =3

fﬁ F.RdS = fff divF dxdydz_f dx f\/1 xzd fmdz,

JxZ+y?
En coordonnées sphériques, I3 = 3f do f4 sm(pdgof r2dr = 4n(V2 - 1).

(02.25pts) I, = . (z°x +zy)(dy — dx) + (x +y)dz ouCestla cercle formé par
I'intersection de la sphére x? + y? +z2 = 2 etlecéne z = /x% + y2,

2 2 2
+ yi+z-=2 4= =1
L’équation du cercle C: {x y Tz = { 2z 2 2 { z

x% + y? =272 x2+y2—z=>x2+y2=1

x = cosf dx = —sin6df

L’équation paramétrique du cercle C est y = sinf dy = cos6df
z=1dz=0 6:0-2nr dz=0

Iy = fozn(COS9 + sinf)* do = fOZﬂ 1+ sin26 d6 =2n

En appliquant la formule de Stokes : avec F = (—(sz + zy), (z%x + zy), (x + y)),.

RotF =VAF=(Q1—-2zx—y,—2zx —y—1, 22 + 2)
La surface S (disque )entourée par le cercle C a pour équation:z = 1 = @(x,y) etde
projection D sur le plan XOY ,le vecteur normal a Sestn’ = (0,0,1) et ds = dxdy
=6, F.dr= ffs+RotF nds=[[, 2> +zds=2[[,ds= Zfoznfolrdr =2m

rd
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