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       Université de Tlemcen                                                                                  20/05/2018 
Département de Mathématiques         
 2ème Année Licence Mathématiques 
                                                                            

Epreuve Finale d’ Analyse IV  (durée 02h) 

Exercice 1 : (07 points) 

Soit l’application   𝜑:  ℝ × ℝ∗→  ℝ2    

           (𝑥, 𝑦) →  𝜑(𝑥, 𝑦) = (𝑢, 𝑣) = (
𝑥

𝑦
, 𝑥2 + 𝑦2). 

1) Vérifier que l’application   𝜑 n’est ni surjective ni injective  de  ℝ × ℝ∗𝑣𝑒𝑟𝑠 ℝ2. 
2) Montrer que 𝜑 est un   𝐶1 −difféomorphisme local dans  ℝ ×ℝ∗ .𝜑 est elle un 

homéomorphisme de ℝ ×ℝ∗𝑣𝑒𝑟𝑠  ℝ × ℝ∗
+ ? 

3) Soit  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 < 𝑥 <
𝜋

2
𝑦   𝑒𝑡  𝑥2 + 𝑦2 ≤ cos (

𝑥

𝑦
)  }, montrer que 𝜑 est un   

𝐶1 −difféomorphisme  global de D vers 𝜑(𝐷) et déterminer le  Jacobien de 𝜑−1. 
 Représenter dans le plan(𝑢, 𝑣), le domaine 𝜑(𝐷). 

       4)  a) Calculer    𝐼 = ∫ (𝑐𝑜𝑠𝑢)
7

2𝑑𝑢  ,
𝜋

2
0

 écrire la valeur de 𝐼  en fonction de 𝛾 = Γ(
1

4
), on  donne : 

                  𝛽(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑢𝑝−1(1 − 𝑢)𝑞−1𝑑𝑢
1

0
   𝑒𝑡     Γ(𝛼)Γ(1− 𝛼) =

𝜋

𝑠𝑖𝑛𝛼𝜋
 𝛼 ∉ ℤ    Γ(1/2) = √𝜋 

               b) En utilisant le changement de variables 𝜑, calculer ∬
(𝑥2+𝑦2)

7
2⁄

𝑦2
 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
 

Exercice 1 :   05 ,5 points  
Soit 𝑓  une fonction de classe 𝐶1 𝑠𝑢𝑟 ℝ, on considère le système (𝑆)  d’équations : 

(𝑆) {

𝑓(𝑥𝑦) + (𝑦𝑧)2 − 𝑧 + 2𝑡 + 1 = 0

𝑓(𝑥𝑧) + (𝑥𝑦)2 + 𝑧 − 𝑡  = 0        

𝑓(𝑥𝑡) +    𝑦𝑡 + 𝑧2   =     0            

 

1. Sous quelles  conditions suffisantes peut-on résoudre 𝑥, 𝑦, 𝑧  en fonction de t dans un 

voisinage du point  (𝑡0 , 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  = (0,0,1,1). On pose Φ(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) 

2. Supposant les  conditions  précédentes vérifiées, on donne : 𝑓(0) = 𝑓′(0) = −1 ; calculer 
𝑥′(0), 𝑦′(0) 𝑒𝑡 𝑧′(0). 

3. Soit g : ℝ3→ℝ telle que g(𝑋) = ‖𝑋‖2
2

,montrer que l’application 𝑔𝑜Φ est de classe  𝐶1 
dans un voisinage de zéro et écrire son développement limité d’odre 1 au voisinage de t=0. 

Exercice2: 07.5 points 

1. 𝐼1 = ∬   𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑆1
+   ∬  𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑆1
 et 

                       𝐼2 = ∬   𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆2
+  

   où 𝑆1
+ est la face extérieure de la surface  du cône d’équation 𝑆1 :  𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2   , 0 ≤ 𝑧 ≤ 1  

  et 𝑆2
+ est la face extérieure de la surface de la de partie de la sphère  𝑆2: 𝑥

2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2   avec 

 1 ≤ 𝑧 ≤ √2.                (On vérifiera que 𝐼1 = 0 𝑒𝑡 𝐼2 = 4𝜋(√2 − 1)  ) 

2. Soit V le domaine compris entre les deux surfaces 𝑆1  𝑒𝑡 𝑆2 
(V  est limité supérieurement par la sphère et inférieurement par le cône ) 

On considère la surface fermée  𝑆 = 𝑆1  ∪  𝑆2,  calculer∯ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆+

  et 

retrouver le résultat en appliquant la formule  d’Ostrogradski-Gauss. 

3. Calculer l’intégrale curviligne     ∮ (𝑧2𝑥 + 𝑧𝑦)(𝑑𝑦 − 𝑑𝑥) + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑧
𝐶

      où C est la cercle 

formé par l’intersection de la sphère  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2  et le cône 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 , le sens 
du parcours est  le sens inverse des aiguilles d’une montre. Retrouver le résultat en 
appliquant la formule de Stokes . 
 

On donne : Formule de Stokes : ∮ �⃗�
𝑐+

. 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = ∬ 𝑅𝑜𝑡�⃗� . 𝑛 ⃗⃗⃗ ⃗
𝑆+

𝑑𝑠  

                     Formule d’ Ostrogradski-Gauss :  ∯ �⃗�.  �⃗⃗�𝑑𝑆
𝑆

=∭ 𝑑𝑖𝑣�⃗�
𝑉

 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 
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Corrigé 

Exercice 1 : (07 points) 

  𝜑:  ℝ × ℝ∗→  ℝ2    (𝑥, 𝑦) →  𝜑(𝑥, 𝑦) = (𝑢, 𝑣) = (
𝑥

𝑦
, 𝑥2 + 𝑦2). 

 
1) (0.5pts)    ∀ (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ × ℝ∗  𝜑(𝑥, 𝑦) = (𝑢, 𝑣) 𝑣 > 0 

 𝜑 n’est pas surjective de  ℝ × ℝ∗𝑣𝑒𝑟𝑠 ℝ2 ; en effet, pour (𝑢, 𝑣) 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑣 < 0 , (𝑢, 𝑣) ≠
 𝜑(𝑥, 𝑦)  ∀ (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ ×ℝ∗;     𝜑( ℝ × ℝ∗) ≠  ℝ2 

 𝜑 n’est pas injective  dans  ℝ × ℝ∗car 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑(−𝑥,−𝑦) pour (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ × ℝ∗ 
 

2) (1.75pts) 

 ∀ (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ × ℝ∗, 𝜑 est de classe 𝐶1puisque ses deux composantes sont de classe 𝐶1 

Sa matrice jacobienne est 𝐽𝜑 = (

1

𝑦

−𝑥

𝑦2

2𝑥 2𝑦
)   ∀ (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ × ℝ∗  det𝐽𝜑 = 2 + 2

𝑥2

𝑦2
≠ 0 

Alors 𝜑′(𝑥, 𝑦) est inversible ∀ (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ × ℝ∗,ainsi 𝜑 est un   𝐶1 −difféomorphisme local 
dans  ℝ× ℝ∗ 

 𝜑 n’est pas  un homéomorphisme de ℝ×ℝ∗𝑣𝑒𝑟𝑠  ℝ ×ℝ∗
+ car elle n’est pas injective. 

 

3) (1.5pts)  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 < 𝑥 <
𝜋

2
𝑦   𝑒𝑡  𝑥2 + 𝑦2 ≤ cos (

𝑥

𝑦
)  },  

Pour démontrer que 𝜑 est un   𝐶1 −difféomorphisme  global de D vers 𝜑(𝐷) ,il suffit de 
montrer qu’elle est injective de D vers 𝜑(𝐷) car 𝜑 est déjà un   𝐶1 −difféomorphisme local 
dans  ℝ×ℝ∗. 
∀ (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷:    𝑠𝑖 𝜑(𝑥1, 𝑦1) = 𝜑(𝑥2, 𝑦2), 

 {
 𝜑(𝑥1, 𝑦1) = 𝜑(𝑥2 , 𝑦2)

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 ⇒ 𝑥 > 0 𝑒𝑡 𝑦 > 0⇔

{
 
 

 
 

𝑥1
𝑦1
=
𝑥2
𝑦2
⇒𝑥1 = 𝑦1

𝑥2
𝑦2

𝑥1
2 + 𝑦1

2 = 𝑦1
2 (
𝑥2
2 + 𝑦2

2

𝑦22
) = 𝑥2

2 + 𝑦2
2

 

Ainsi  𝑦1
2 = 𝑦2

2⇒ 𝑦1 = 𝑦2 ,il s’en suit 𝑥1 = 𝑥2    alors 𝜑 est injective. 

Le  Jacobien de 𝜑−1 ∶   det𝐽𝜑−1 =
1

det𝐽𝜑
=

𝑦2

2(,𝑥2+𝑦2)
 

  

       4) (3.25pts)   a)    𝐼 = ∫ (𝑐𝑜𝑠𝑢)
7

2𝑑𝑢   
𝜋

2
0

on pose 𝑣 = 𝑠𝑖𝑛2𝑢   , 𝑑𝑣 = 2𝑣
1

2(1 − 𝑣)
1

2𝑑𝑢  

𝐼 =
1

2
∫ 𝑣

−1
2 (1 − 𝑣)

5
4 𝑑𝑢 =

1

2
𝛽 (
1

2
,
9

4
) =

Γ (
1
2
) Γ (

9
4
)

2Γ (
11
4
)

=
1

0

5.
4
1
4 Γ

(
1
4
) √𝜋

2
7.
4
3
4 Γ

(
3
4
)
= √𝜋

5Γ2 (
1
4
)

42Γ (
1
4
) Γ (1 −

1
4
)

 

𝐼 =
5√2

42√𝜋
 𝛾2 

          b)  (𝑥, 𝑦) = 𝜑−1 (𝑢, 𝑣) , 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑦2

2(,𝑥2+𝑦2)
𝑑𝑢𝑑𝑦 ,    (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜑(𝐷) :  {

0 < 𝑢 <
𝜋

2
     

0 < 𝑣 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑢
 

  ∬
(𝑥2+𝑦2)

7
2⁄

𝑦2
 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1

2
∫ ∫ 𝑣

5
2⁄

𝑐𝑜𝑠𝑢

0

𝜋

2
0𝐷

𝑑𝑣𝑑𝑢 =
1

2
 
2

7
∫ (𝑐𝑜𝑠𝑢)

7

2𝑑𝑢 =
1

7
 𝐼  

𝜋

2
0

 

Exercice 1 :   05 ,5 points  
La fonction 𝑓:ℝ → ℝ  est de classe 𝐶1 ,le système (𝑆)  s’écrit :𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,0,0) 𝑜ù : 
𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) tel que 

{

𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥𝑦) + (𝑦𝑧)
2 − 𝑧 + 2𝑡 + 1

𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥𝑧) + (𝑥𝑦)
2 + 𝑧 − 𝑡          

𝑓3(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥𝑡) +    𝑦𝑡 + 𝑧
2                  

 

1. (2.75pts) Pour résoudre 𝑥, 𝑦, 𝑧  en fonction de t dans un voisinage du point  (𝑡0 , 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  = 
(0,0,1,1),il suffit d’appliquer  le théorème de fonction implicite à la fonction vectorielle F  
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i. F est de classe  𝐶1  puisque ses trois composantes sont de classes  𝐶1  dans ℝ3 .  
ii. 𝐹(0,0,1,1) = (0,0,0) ⇔   

{

𝑓1(0,0,1,1) = 𝑓(0) + 1 = 0         

𝑓2(0,0,1,1) = 𝑓(0) + 1 = 0          

𝑓3(0,0,1,1) = 𝑓(0) + 1 = 0            

1èrecondition : 𝑓(0) = −1 

 
iii. Si 𝑌 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)et 𝑋 = 𝑡 𝐽𝑌𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(

𝑦𝑓′(𝑥𝑦) 𝑥𝑓′(𝑥𝑦) + 2𝑧2𝑦 −1 + 2𝑦2𝑧

𝑧𝑓′(𝑥𝑧) 2𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑓′(𝑥𝑧)

𝑡𝑓′(𝑥𝑡) 𝑡 2𝑧 + 𝑥𝑓′(𝑥𝑡)

) 

𝐽𝑌𝐹(0,0,1,1) = (
𝑓′(0) 2 1

𝑓′(0) 0 1
0 0 2

), det(,𝐽𝑌𝐹(0,0,1,1)) = −4𝑓′(0) 

2èmecondition : det(,𝐽𝑌𝐹(0,0,1,1)) ≠ 0⇔𝑓′(0) ≠ 0 

            Conclusion :si 𝑓(0) = −1 𝑒𝑡𝑓′(0) ≠ 0 alors ∃𝑉 = 𝒱(0), 𝑊 = 𝒱((0,1,1))𝑒𝑡 Φ: V → W 

            unique et de classe  𝐶1telle que ∀𝑡 ∈ 𝑉, 𝐹(𝑡,Φ(𝑡)) = 0ℝ3 , Φ(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)). 

 
2. (1.5pts) Si 𝑓(0) = 𝑓′(0) = −1  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑙𝑒 𝑇𝐹𝐼 𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒;  

Φ′(𝑡) = 𝐽Φ(𝑡) = −𝐽𝑌
−1𝐹(0,0,1,1). 𝐽𝑋𝐹(0,0,1,1). 

𝐽𝑌𝐹(0,0,1,1) = (
−1 2 1
−1 0 1
0 0 2

) , 𝐽𝑌
−1𝐹(0,0,1,1) =

1

4
(
0 −4 2
2 −2 0
0 0 2

) 

𝐽𝑋𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (
2
−1
𝑦
) , 𝐽𝑋𝐹(0,0,1,1) = (

2
−1
1
) 

Φ′(0) = (

𝑥′(0)

𝑦′(0)

𝑧′(0)
) =

1

4
(
0 −4 2
2 −2 0
0 0 2

)(
2
−1
1
) =

1

4
(
6
6
2
) 

3. (1.25pts ) g : ℝ3→ℝ telle que g(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)  est de classe  𝐶1.(fonction 
polynômiale) 
∇g(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥, 2𝑦, 2𝑧)      ∇g(0,1,1) = (0,2,2) 

𝑉 ⊂ ℝ 
Φ
→  𝑊 ⊂  ℝ3  

𝑔
→  ℝ ∶   𝑔𝑜Φ(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡) + 𝑧2(𝑡)  𝑔𝑜Φ(0) = 2 

𝑔𝑜Φ  est de classe  𝐶1 dans un voisinage de zéro comme composée de deux fonctions de 

classe  𝐶1 et (𝑔𝑜Φ)′(0) = ∇g(0,1,1).Φ′(0) = (0,2,2)

(

 
 

3

2
3

2
1

2)

 
 

=4 

Le développement limité à l’ordre 1 de 𝑔𝑜Φ  au voisinage de zéro s’écrit : 
𝑔𝑜Φ(𝑡) = 2 + 4t + 𝑡𝜀(𝑡)  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝜀(𝑡) → 0 𝑞𝑑 𝑡 → 0 

Exercice2: 07.5 points 
1. (03.25pts) 

 𝐼1 = ∬ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆1
+  =∬ (𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑦. 𝑐𝑜𝑠𝛽 + 𝑧. 𝑐𝑜𝑠𝛾)𝑑𝑠

𝑆1
   

          Avec  �⃗⃗� = (𝑐𝑜𝑠𝛼, 𝑐𝑜𝑠𝛽, 𝑐𝑜𝑠𝛾)  normale à la surface 𝑆1 :  𝑧 = 𝜑(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2   , 0 ≤ 𝑧 ≤ 1 

Ou 𝑆1: Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑧 − √𝑥2 + 𝑦2 =0 , ainsi :�⃗⃗�  =
∇Φ

‖∇Φ‖
 , ∇Φ = (

−𝑥

𝑧
,
−𝑦

𝑧
, 1) 

𝑝𝑟𝑜𝑗𝑋𝑂𝑌𝑆1 = 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥
2 + 𝑦2 ≤ 1} , 𝐼1 = ∬ (−

𝑥2+𝑦2 

𝑧
+ 𝑧)𝑑𝑠

𝑆1
= 0 

 𝐼2 = ∬   𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 
𝑆2
+  𝑆2: Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥

2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2 = 0 

 Ou 𝑧 = 𝜑(𝑥, 𝑦) = √2 − 𝑥2 − 𝑦2  1 ≤ 𝑧 ≤ √2 

     �⃗⃗�  =
∇Φ

‖∇Φ‖
 , ∇Φ = (2𝑥, 2𝑦, 2𝑧), �⃗⃗� = (

𝑥

√2
,
𝑦

√2
,
𝑧

√2
) 

𝑝𝑟𝑜𝑗𝑋𝑂𝑌𝑆2 = 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥
2 + 𝑦2 ≤ 1}  𝐼2 = ∬ (

𝑥2+𝑦2 +𝑧2

√2
)𝑑𝑠

𝑆2
= √2∬ 𝑑𝑠

𝑆2
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2. (02 pts)Comme la surface fermée  𝑆 =  𝑆1  ∪  𝑆2, 𝐼3 = ∯ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆+

 . 

𝐼3 = ∬   𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 
𝑆1
+ +∬   𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑆2
+ . 

𝐼3 = 𝐼1 + 𝐼2. 

𝐼3 = 4𝜋(√2 − 1). 

 

En appliquant la formule  d’Ostrogradski-Gauss : avec  �⃗� = (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑑𝑖𝑣�⃗� = 3 

 𝐼3 = ∯ �⃗�.  �⃗⃗� 𝑑𝑆
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𝑑𝑟 = 4𝜋(√2 − 1). 

  

3. (02.25pts)   𝐼4 =  ∮ (𝑧2𝑥 + 𝑧𝑦)(𝑑𝑦 − 𝑑𝑥) + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑧
𝐶

      où C est la cercle formé par 

l’intersection de la sphère  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2  et le cône 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 , 
 

L’équation du cercle C: {
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2
⇒ {

2𝑧2 = 2
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2

⇒ {
𝑧 = 1

𝑥2 + 𝑦2 = 1
 

 

L’équation paramétrique du cercle C est{
𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜃     
𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝜃     

𝑧 = 1  𝑑𝑧 = 0   𝜃: 0 → 2𝜋

    𝑑𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃
 𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃
  𝑑𝑧 = 0           

 

 
  

   𝐼4 = ∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝜃)2
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0
𝑑𝜃 = 2𝜋 

 

En appliquant la formule de Stokes : avec  �⃗� = (−(𝑧2𝑥 + 𝑧𝑦), (𝑧2𝑥 + 𝑧𝑦), (𝑥 + 𝑦)),. 

𝑅𝑜𝑡�⃗� = ∇⃗⃗⃗ ∧ �⃗� = (1 − 2𝑧𝑥 − 𝑦,−2𝑧𝑥 − 𝑦 − 1 ,  𝑧2 + 𝑧) 

La surface S (disque )entourée par le cercle C a pour équation : 𝑧 = 1 = 𝜑(𝑥, 𝑦)  et de 

projection D sur le  plan XOY ,le vecteur normal à S est 𝑛 ⃗⃗⃗ ⃗ = (0,0,1) et  𝑑𝑠 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 
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