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Exercice1 (6 pts)
Calculer le vecteur tangent unitaire, le vecteur normal principal unitaire

et la courbure de la courbe suiante:

(t) = (t; cht) :

Exercice2 (8 points)
Calculer les quantités ( T; �;N et B ) pour la courbe:
 (t) =

�p
1 + t2; t; ln

�
t+

p
1 + t2

��
:

Exercice3 ( 6 points)
Soit  une courbe paramétrée par l�abscisse curviligne de courbure � et

de torsion � 6= 0:
On suppose que  (s) appartient à une sphère centrée à l�orogine et de

rayon R: ( i.e. k (s)k = R ).
Montrer que

�

�
+

�
1

�

�
1

�

�0�0
= 0:

On rappelle que 8<:
T 0 = �N

N 0 = ��T � �B
B0 = �N

:

Indication:Ecrire que  = �T + �N + �B où �; �; � sont des fonctions de s
puis dériver.

1 Corrections

Exercice1
Nous avons

0(t) = (1; sht)

et
k0(t)k =

p
1 + sh2t =

p
ch2t = cht 6= 1:
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On reparamétrise par l�abscisse curviligne.

s(t) =

tZ
0

k0(u)k du = sht

et
t = Argshs:

On pose alors

e(s) = os�1(s) = �1 + Argshs;p1 + s2�
Vecteur tangent unitaire

T 0(s) = e0(s) = � 1p
1 + s2

;
sp
1 + s2

�
ou encore

T (t) =

�
1

cht
; tht

�
:

Courbure

k(s) =
e00(s) = kT 0 (s)k =  � s

(1 + s2)
3
2

;
1

(1 + s2)
3
2

!
d�où

k(s) =
1

1 + s2

ou encore
k(t) =

1

ch2t
:

Vecteur normal principal

N(s) =
T 0(s)

kT 0 (s)k =
1p
1 + s2

(�s; 1)

où bien

N(t) =

�
�tht; 1

cht

�
:

Exercice2
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Nous avons

0t) =

 
tp
1 + t2

; 1;
1 + tp

1+t2

t+
p
1 + t2

!
=

�
tp
1 + t2

; 1;
1p
1 + t2

�
:

Ce qui donne
k0t)k =

p
2 6= 1

et alors
s(t) =

p
2t

et on pose

e(s) = os�1(s) =  r1 + s2
2
;
1p
2
; ln

 
sp
2
+

r
1 +

s2

2

!!
:

Vecteur tangent unitaire

T (s) = e0 (s) =
0@ s

2
q
1 + s2

2

;
1p
2
;

1
p
2
q
1 + s2

2

1A
ou bien

T (t) =
1p
2

�
tp
1 + t2

; 1;
1p
1 + t2

�
:

Courbure

T 0(s) =

0@ 1

2
�
1 + s2

2

� 3
2

; 0;
�s

2
p
2
�
1 + s2

2

� 3
2

1A
k(s) = kT 0(s)k = 1

2
�
1 + s2

2

�
ou encore

k(t) =
1

2 (1 + t2)
:

Vecteur normal principal

N(s) =
T 0(s)

kT 0 (s)k =
1q
1 + s2

2

�
1; 0;� sp

2

�

3



ou encore
N(t) =

1p
1 + t2

(1; 0;�t) :

Vecteur binormal principal

B(t) = T (t)^N(t) = 1p
2
p
1 + t2

���� tp
1+t2

1 1p
1+t2

1 0 �t

���� = 1p
2

�
� tp

1 + t2
; 1;� 1p

1 + t2

�
:

Exercice3
Exprimons le vecteur (s) dans la base (T (t); N(t); B(t)) i.e.

(s) = �T (s) + �N(s) + �B(s):

On remarque que puisque
k (s)k = R

on a
h (s) ; 0(s)i = h (s) ; T (s)i = � = 0

et alors
(s) = �N(s) + �B(s)

On dérive

T (s) = �0N(s) + �N 0(s) + � 0B(s) + �B0(s)

= �0N(s) + � (��T � �B) + � 0B(s) + ��N

ce qui donne 8<:
1 + �� = 0
�0 + �� = 0
� 0 � �� = 0

d�où
� = �1

�
et

� =
1

�

�
1

�

�0
Finalement

0 = � 0 � �� =
�
1

�

�
1

�

�0�0
+
�

�
:
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