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Faculté des Sciences 12/04/2018
Département de Mathématiques

L2-Math / Analyse IV (durée 2h)

Controle continu

Exercice 1 :10 points
. In(x? + y?) si (x,y) # (0,0)
:R? > R yY) = {xy ' '
Soit f - flx,y) 0 si CGey) = (0.0)

1) Montrer que f est de classe C* dans R? — {(0,0)} .
2) Calculer V£(0,0), f est-elle de classe C* dans R? ?
3) Etudier I'existence et la continuité des dérivées partielles secondes dans R? — {(0,0)} .

o 2*f o%f ,
4) Etudier I'existence de Py (0,0)et—axay (0,0), que peut-on conclure 7

5) Calculer V£(1,0),Vf(0,1),f admet —elle des extrema relatifs aux points(1,0), (0,1)et (0,0)?

6) Soit D = {(x,y) € R?:1 < x? + y? < 4}, déterminer le maximum global et le minimum global
de fdans D.

7) Soit dans R3, la surface S d’équation z = f(x,y)

e Calculer la pente  la surface S au point P(v/2,v2,4In2) dans la direction Nord ; dire sil'on
commence par monter ou descendre lorsque I'on se déplace depuis ce point dans cette
direction. Préciser I'angle correspondant a cette pente.

Dans quelle direction la pente est-elle maximale ? Calculer sa valeur.

e Ecrire I'équation du plan tangent a la surface au point P.

Exercice 02 : 05,5pts

Soit f: R3 - R de classe C*telle que df = (—2x + 2)dx + (1 + z — 3y?)dy + (-2z + y)dz
1) Calculer la matrice Hessienne de f .
2) Déterminer les extrema relatifs de f.
3) Etudier I'existence d’extrémum lié de f avec la contrainte donnée par I'’équation
g(x,v,z) = z—3y%?+ 1 = 0, en déduire les extrema de f dans le domaine V tel que
v={(x,y,z) E R3:z—3y2+1 < 0}
4) Ecrire le développement limité de f au plus grand ordre possible au voisinage du point (1,0, —1)
sachant que f(1,0,—1) = 4
Exercice 03 : 04,5pts

1/ Soit la forme différentielle dans R?: w = (1 + x2)dy + (2xy + a)dx oua € R
Montrer que w est une différentielle totale et déterminer la fonction v telle que

w = dv, en déduire les solutions de I'équation différentielle (E) : (1 + x2)y’ + 2xy +a =0

2/Soit f:R* xR —» R declasse C*et h: R — R de classe C* telle que f(x,y) = h(u) avec u = 2

X

of 9%*f of _ 0°f

i H ! n . .
* Exprimer o=, 522 '3y et ayz €N fonction de h'(u) et h"(u) puis trouver les fonctions
: i’f L Pf _ _a
ftelle que : Afzﬁ-l_a_yz__ﬁ'

e Déterminer les solutions qu’on peut prolonger par continuité sur R? .
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Corrige

Exercice 1 :09
Pour tout (x,y) # (0,0) f (x,y) = xy In(x? + y 2).
1) 0.75pt f! (x,y) = yin(x? + y?) +( 2+ 2) et f,'(x,y) = xln(x* + y*) + (x2+y2)
fret f,'sont continues dans R? — {(0,0)} comme produits, rapports et composés de fonctions continues
alorsf est de classe C! sur R? — {(0,0)} .

2) O01pt_Existence et continuité des d.p (d’odre 1) au pt (0,0) :

a . ,y)—1 (0,
é (0’0) — llquo f(x,0)— f(o 0) — 0 af (0 0) — llm f(O y)yf(O 0) =0

V£(0,0) = (0,0).
. lim  f./(x,y) = lim2sinf.rinr + 2rsind cos?6 =0=£,'(0,0),
(x,9)~(0,0) =0
alors f,' est continue au point (0,0) .
De méme , par réles symétriques , fy’ est continue en (0,0).
On conclue que f est de classe C! sur RZ.

3) O01pt Existence et continuité des d.p (d’ odre 2)dans R? — {(0, 0)}
o’f 2y 9 2y op O%f _ 0% 2y 2@tyh
a0y =2 - G (7 +3y?) @y =g 2 Gra 0+ 3xh) et o axay =GP+ YD+ Gy
Toutes les d.p secondes sont définies et continues alors f est de classe C? sur R? - {(0,0)}

4) 0.75pt_Existence et continuité des d.p (d’odre 2) aupt(0,0):

7 2
e Pourtoutx € R,f;(x,0) = 0 (0 0) = llquow = 0(de méme ZTZ(O,O) =0)

In(y?) siy+0
I R A
of of
a2f o 5(0,3’)—5{(0'0) Rt 2y — 9%y Jaui
Fyox (0,0) = 1’1_12 = Llir; In(y?) = —oo, anrs—ayax (0,0) n’existe pas.

N 8?2 ;.
(de memeﬁ (0,0) n’existe pas).On conclue que f n’est pas de classe C? sur RZ.

5)02pts V[ (1,0) = Vf(0,1) = Vf(0,0) = (0,0) alors les points(1,0), (0,1)et (0,0) sont des
points critiques pour f, on calcule A=s? — rt pour (1,0)et(0,1).

. =a—2f (1 0O=2r= ij; (1,0) = Z—Z (1,0) = 0 > A=4> 0, (1,0) est un point selle.
a f _ _ 9% _ 9 _ — ;
* s OD=2r=+01= 27 (0,1) =0 = A=4> 0, (0,1) est un point selle.

e Soitx € v(0) tq ln2x2 < 0alors f(x,x) <0 et f(x,—x) = —x%In2x? > 0
ainsi f(x, y) — £(0,0)change de signe, alors (0,0)est aussi un point selle.
Ainsi f n’admet pas d’extrémum relatif aux points(1,0), (0,1)et (0,0).
6) 02,25pts D = {(x,y) € R?:1 < x% + y? < 4} est un_compact dans R?,0n étudie I'existence des
extrema dans l'intérieur de D ot int(D) = {(x,y) € R%:1 < x? + y? < 4} et dans la frontiére de
D:9dD ={(x,y) e R:x?+y? =1oux?+y? =4}
e V(x,y) €int(D) (x*+y?) > 1alors (x? + y?)in(x? +y?) +2x?> > 0 et
(x? +y)In(x? +y?) + 2y > 0
2
fi (o y) = yinGe +y?) + (j;‘;yﬂ) (xW)
fy Gy) = xinGe? + y) + 55 = s (G2 +yDin(x? +y2) +2y%] = 0= x =0
Le seul point critique est(0,0) ¢ intD, alors f n’admet pas de points critiques donc pas
d’extrémum dans intD.
e V(x,y) €D soit(x* +y*) = 1soit (x> +y?) =4
> si(x* +y?) =1 fest constante: f(x,y) = 0
> si(x* +y?) =4,(x,y) = (2cos,y = 2sinf)et
f(x,y) = 8cosBsinb.In2= 4In2.sin20 -m <6 <m alors
> max f(x,y) = 4In2 et il est atteint pour 6 = % ie au point (v2,v2)

[(x?2 +y)In(x? +y2) +2x*] = 0>y =0

> rg]iJn f(x,y) = —4ln2 et il est atteint pour 6 = — % ie au point (v2, —v2)
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Conclusion : f(\/f, \/7) = 4[n2 est un maximum global dans D et

f(\/f, —\/7) = —4[n2 est un minmum global dans D.
7) 02,25pts

e Ladirection Nord@ = (0,1) D3f(V2,V2) =< Vf(V2,v2),7 > =

<2 (Ina+ DD ; (0, >=+2 (Ind+ 1)
D3f(V2,v2) =tana = V2 (In4 + 1) > 0 alors on commence par monter lorsque I'on se

déplace depuis ce point dans cette direction. « = artan (\/2_(ln4 + 1)) =~ 739 49,

La pente est maximale dans la direction de Vf(\/z V2)=v2 (In4 + 1(1,Dquiala
direction Nord-Est et sa valeur est égale a ||Vf(V2,v2)||=2(In4 + 1).
o L’équation du plan tangent a la surface au point P(v2, V2, 4In2)s’écrit :
z—4n2 =2 (In4 + 1D (x —v2) + V2 (In4 + 1)(y — V2).0u

z=+2 (In4 + 1) (x +y) — 2In4 — 4.
Exercice 2 :06 points

f:RE>R:df =(—2x+2)dx+ (1 +z—3y?)dy + (—2z + y)dz

1. ( 0.75pt)
of (9% _ 2%
{£=_2X+2 |oxz — Payoax
A _ 32 {a_zf__ o _
{ay_ 3y*+1+z et 57 = 6y'6y6x_0
kﬁ__z + |azf 92f
5, = —2z+y 57 =-2 =+1

dy 0z

-2 0 0
la matrice Hessienne de f est Hy = ( 0 -6y 1 )

0 1 -2
2. (03 pts)
Les points critiques de f sont solutions du systéme :
of
i{&=—2x+2=0...:x=1...... @)
of
a—y=—3y2+1+z=0 =-12z+z+1=0...... (2)
lof B B
1 1 kﬁ——22+y—0... >y=2z.... .. (3)
(2)=z=—-7 ouz=7 .

. . . e -1 -1 21
Ainsi on obtient deux points critiques : (1,7,—) et (1,;,5).
)1 2 0
e Hf (1, 5,5) =l 0 —4 1 |estdéfinie négative ou bien sa forme quadratique:
0 1 -2
QX,Y,Z) = —(2X* + 4Y* 4+ 27%- 2YZ) =— (2X% + 3Y2 + Z% + (Y — Z)?) est définie négative.

21 .
Alors f (1,5,5) est un maximum

-2 0 0
H, (1‘71‘71) =< 0 3 1 >est indéfinie ou Q(X,Y,Z) = —2X* + 3Y? — 2Z*+2YZ change de
0 1 -2

signe alors f (1,_71,_71) n’est pas un extrémum.
3. 1.25pts Méthode de multiplicateur de Lagrange pour les extrema liés :

On a la fonction de Lagrange : f(x,y,z) + Ag(x,y,z)
La condition nécessaire d’extrémum :

(—2X+2=0...=>X=1...... D
—3y2+14+z—-A6y)=0 )
—2z+y+A=0.. .. (3)
z=3y?+1=0 ... e (4)

2)&(4) =6y =0=>1=00uy=0.

» Siy=0alorsz=—1 etd=2z—y= -2, o0nobtientle point critique (1,0,-1)
Pour le caractére d’extrémum on étudie le signe de d 2f.

d?f = —2dx? — 6ydy?+2 dz?-2 dydz avec la condition dg = 0.
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dg =dz —6ydy = 0=>dz = —6ydy.

d 2f(1,0,—1) = —2dx? < 0 alors (1,0, —1)est maximum de f liée par la condition z — 3y2 + 1 =0
e Sil = 0,onalecasdextrema libre déja étudié dans 2) .
> Les extrema de f dans le domaine V tel que V={(x,y,z) € R%:z—3y? + 1 < 0}
On étudie I'existence des extrema dans l'intérieur de V ou
int(V) ={(x,y,z) € R®:z—3y?+ 1< 0} etdanslafrontiéredeV
oV ={(x,y,z) ER3:z—3y%2 +1 =0},
e Les deux points critiques de f appartiennent tous les deux a dV,la fonction f n’admet
pas d’extrémun dans int(V).
e Les extrémuns de f dans dVsont les extémuns liés de f avec la contrainte z — 3y? +
1=0I
Ainsi, on a deux maxima relatifs de fdans V : (1,0, —1)et f (1%%)
4. 0,5pt Le développement limité de f au plus grand ordre possible au voisinage du
point (1,0,—1) :

Toutes les dp d’ordre supérieures ou égales a 4 sont nulles alors le plus grand ordre possible
est l'ordre 3:

1
f@yg)=4+2&+&)+502u—1y—2&+1P+2y&+1n+y3+
l(x—1,y,z+ DIPe((x — 1,y,z+ 1)) avec e((x—1,y,z+1))=0
Exercice2: (04, 5pt)
1) 02,25pts = (1+ x?)dy + (2xy + a)dx = Pdx + Qdy

d op
99 _ 9% _ 2x alors w est totale : w = dv
dox 6y

lim
[[(x-1,y,z+1)[|-0

ax—P—ny+a=>v(xy)-foy+adx—x y+ ax+ C(y).
£=Q=1+x2=x + Cy)=Cw)=1=>Cly)=y+c ceER
2) 02,25 f(x,y) = h(u) avecu=f alors a—u=(—1) et 24— (1)

ox x? ay x
§—§= —Zh@Wet L= Th >
axz =25 KW+ h”(u) et = Sh'@W
Af—— f =22 K W+ 5h'@ + h”( ) =% [2ub’(w) + (W2 + 1R @)
() Af = —= <:> Zuh (w) + (u? + 1)h”(u) + a = 0. Ainsi h’ vérifie 'équation différentielle (E)

Alors h’ (u) = zu = h(u) = C.arctanu — —1n(1 +u?) ouCe€R.
Les solutions de (x) définies dans R* X R s’écrivent:
_ ¥\ «a y? .
flx,y) = C.arctan(l +x—2) —Eln (1 +x—2) OITJIC € R
C— sia=0

: )52
lim fCoy) =9, si a#0

Les solutions avec a = 0 peuvent étre prolonger par continuité sur R? telles que :

( yz

J C.arctan 1+x_2 si x#0
fy) =1 ,

lCE si x#0
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