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L2 Math : Analyse Il Série n°2 Séries de Fonctions - Séries Entiéres.

I. Suites de fonctions

Exercice 01 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions f;,, € F(I, R)

suivantes :
|{ nt  si OStS%,
1. I=[O,1] an]_, fn(t) :4 Z’n—nzt Si %Stsg,
|
| o si 2<t<1.
n

2. f,(x) =arctannx, I, =R,I, =[a,+x[,a>0 .

3. fn(x)_ n)z; I, =R; I, =[-a,ala>0
dnt g 0<t<Z,
Supp :ii) f,(©) =4 ™ n 2 i) folx) = =[1/2,1])
1+thn si 3 <t<?2
|{ 2n3t? si 0<t< %,
) .1 3
iv) I =[0,1] f,@®) =4|3n—n2t si —<St<=, ) I _Rf"(x)_m
| o si 2<t<1

Exercice 02
1. Etudier la continuité des f, et celle de sa limite f, en déduire la nature de convergence.
(n—1x si 0<x<:=

i) f,(x) = x e m@-D* x e R, i) fu(x) = .

. 1
1—x Si ;SxSl

2. Comparer hm f fn et f f pour les suites de fonctions (ﬁq(x))

n>0
nZx -3n .
i si 0<x<n
) o xefo] i) £, (x) = |
0 Sl x>n
3. Etudier la nature de convergence des suites de fonctions
—n(t-1)2
|)fn(x)—fodt x> 2. ||)ﬁ1(x)—1+f sint dtte[a,a]a>0

1+(t-n
Exercice 03 : (supp) .
Trouver le plus grand intervalle de convergence uniforme des suites de

fonctions (£, (x))

n=0

2

1.n(sinnx).cos"x —nm<x<Tm . 2. ——— ,x€R

tannx ( x
eX+(nx)% "’

)anR

1+x2
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—-nx

e x>0 5. sinnx

4, ——
1-e~x "’ vn '

x€R 6 In(1+55) x20. f,(x) =thnx

11.Séries de fonctions :

Exercice 01 : Trouver le domaine de convergence des séries de terme général :

nl(1—e~ )" -nn" _ .
1., — . . "X sin
o A D) 3. e sinnx
COSTX  _ps2 . x2 x2 -)"
I e R
s e 5 sin— tan " 6 7

x2

(Supp) 1. n!(i;xw 2 L 3. (=" (nW — 1) 4.e ™ cos nx

T (n+)@x-1)n

Exercice 02: Soit la suite de fonctions (f,,),en définie pour tout x € R par:
x2
=(-D"n(1+——).
) = (1) n< o x2)>
a) Etudier la convergence normale et uniforme de la série de fonctions Y50 frn ().
b) Etudier la limite de S(x)quand x —» +©  ou S(x) = Y50 fn(X).

Exercice03 :

;. sin nx . . T
1. Montrer que la série Zn>1_ converge uniformément sur [ = [a, —], a>o0.
= n 2

sinnx  m-x 1 m? -
2. On donne 2”217 =—- et Znﬂﬁ =~ calculerla somme de la série

cosnx s
Yins1 —— pour tout x € ]O, 5] )

Exercice 4 : (Supp)
Etudier la convergence simple et uniforme des séries de fonctions:

cosnx

1.2,2171—2 2. Y1 thnx —th(n—1)x x €R.

3.2 ns2 log (1 - %) 0<x<1.4 Y,soarctan——— x € R.

1+n(n—-1)x2

Ill. Séries entiéres :

Exercice 01 : Déterminer le rayon et le domaine de convergence des séries :

x"shn Inn -2n? 1 ,
1. anlm 2. anl (1 - F) (x - 3)11 3. anl (TL /n - 1) (Z + Zl)n

n2+1

8 Tt S 550 (B2) 2~ DM 6. B (cost) T 2m,

2+sinn 2+4+3in
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Exercice02 : Vérifier la convergence et calculer les sommes des séries suivantes :

—(i+1 -" (1) nx™ t"sinnt
1 Zn>0ne (i+1)n 2. Zn>0 341 3. anOW 4. ano nl
2N+l
5. ano% 0<x<1 6.Y,x"sinn@ 7.3¥,s —— “sinnd ge R,|x| < 1.

Exercice 03 : Développer en série entiere autour de 'origine les fonctions suivantes :

1-x2 x* 3 In(1+x)

- ot a
’ 1—2xch9+x2 ' 1+x2+x4’ 1+x 4" (1 + x) ae R \ Z .

5.ln(x +Vx2 + 1) 6.Arcsinx 7.f(x) = 1;1;1ix six#0 etf(0)=0.

g, [rmarw gy 9.sinx shx 10.cos3x .
0 u
x+2 1

x Arctanu
—d
3+2x—x2" (1+x2)(1+x)’

Arctan —,Argshx, |

0 u

Supp:

Exercice 04 (Ratt.16/17) Soit f une fonction de classe C® dans R telle que :
fO=f(0)=1et Vn=1 f@V(0) = -4 f@=2(0) et fCD(0) = —(2n+ 1) F@1(0)

1. SiYi,s0anx™ estle développement de Mac — Laurin de f , établir que
(-1)"4" (=) P .
Ayp = wet Aont1 = 5n s €N déduire le rayon et le domaine de convergence de la

série associée a f(x).

Exprimer la somme f(x) en fonction des fonctions usuelles.
Vérifier que l'intégrale I = f 1 )dx converge et I'exprimer sous forme d’une série

numérique. Combien faut il prendre de termes dans la série pour obtenir une valeur
approchée de I 3 10~ 3prés et préciser le signe de I'erreur.
Exercice 05 (Supp )

. —-a , . .
1.Si f(x) = Ypso An x™ avec apyg = T" vn = 0 ,déterminer le domaine de convergence de la

série et trouver une formule exlpicite de f(x).
2. Méme questionaveca, s = —a,Vn=>0.

Exercice 06 : Chercher sous forme d’une série entiere une solution de I'équation
différentielle :

1. 4xy"” +2y'-+y =0tellequey(0) = 1

2. y" —=2xy" —4y = 0.telleque y(0) = 1ety'(0) = 1
supp.l. x? y" +4xy' — (2 —x¥)y=1.
2(14+x)y'=aya>0 tellequey(0) =1

3.y"+xy' —y=
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