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I. Suites de fonctions  

Exercice 01 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions 𝑓𝑛 𝜖 ℱ(𝐼, ℝ) 

suivantes :  

1.   𝐼 =[0,1]  ∀𝑛 ≥ 1,    𝑓𝑛(𝑡)  =

{
 
 

 
 𝑛2𝑡      𝑠𝑖     0 ≤ 𝑡 ≤

1

𝑛
,

2𝑛 − 𝑛2𝑡      𝑠𝑖     
1

𝑛
≤ 𝑡 ≤

2

𝑛
 ,    

0              𝑠𝑖     
2

𝑛
≤ 𝑡 ≤ 1 .  

 

2  .   𝑓𝑛(𝑥)  = arctannx ,  𝐼1  = ℝ , 𝐼2  = [𝑎, +∞[, 𝑎 > 0  . 

 3.  𝑓𝑛(𝑥) =
1

1+(𝑥−𝑛)2
,   𝐼1  = ℝ ;  𝐼2  = [−𝑎, 𝑎] 𝑎 > 0 

Supp : ii)   𝑓𝑛(𝑡)   = {

𝑠𝑖𝑛𝑡 

𝑛+1
        𝑠𝑖     0 ≤ 𝑡 ≤

π

2
,

1 + thn      𝑠𝑖     
π

2
< 𝑡 ≤ 2 

 𝑖𝑖𝑖) 𝑓𝑛(𝑥) =
2𝑛𝑥

1+𝑛𝑥
  (Voir le cas 𝐼 =[1/2,1] ) 

 𝑖𝑣)  𝐼 = [0,1]     𝑓𝑛(𝑡)  =

{
 
 

 
 2𝑛3𝑡2        𝑠𝑖     0 ≤ 𝑡 ≤

1

𝑛
,

3𝑛 − 𝑛2𝑡      𝑠𝑖     
1

𝑛
≤ 𝑡 ≤

3

𝑛
 ,

0              𝑠𝑖     
3

𝑛
≤ 𝑡 ≤ 1 .

   𝑣)  𝐼 = ℝ  𝑓𝑛(𝑥) =
1

1+𝑒(𝑥−𝑛)
4 . 

Exercice 02  

 1. Etudier la continuité des 𝑓𝑛 𝑒𝑡 𝑐𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑠𝑎 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑓, en déduire la nature de convergence. 

i) 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 𝑒
−𝑛(2𝑥−1)2  𝑥 ∈ ℝ.           ii)  𝑓𝑛(𝑥) = {

(𝑛 − 1)𝑥    𝑠𝑖       0 ≤ 𝑥 ≤
1

𝑛

1 − 𝑥           𝑠𝑖     
1

𝑛
≤ 𝑥 ≤ 1

} 

2. Comparer lim
𝑛→+∞

∫  𝑓𝑛𝐼
 et  ∫ 𝑓

𝐼
 pour les suites de fonctions ( 𝑓𝑛(𝑥))𝑛≥0: 

i)    
𝑛2𝑥

1+(𝑛𝑥)4
   𝑥 ∈ [0,1]                      ii)𝑓𝑛(𝑥) = {

3−3
𝑥
𝑛

𝑛
           𝑠𝑖    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛

0             𝑠𝑖    𝑥 > 𝑛

 

3. Etudier la nature de convergence  des suites de fonctions 

i) 𝑓𝑛(𝑥) = ∫  
1+𝑒−𝑛(𝑡−1)

2

𝑡
 dt   

𝑥

2
𝑥 > 2.           ii)  𝑓𝑛(𝑥) = 1 + ∫  

𝑥

0

𝑠𝑖𝑛𝑡

1+(𝑡−𝑛)2
𝑑𝑡, 𝑡 ∈ [−𝑎, 𝑎] 𝑎 > 0 

Exercice 03 : (supp)   .        

Trouver le plus grand intervalle  de convergence uniforme des suites de 

fonctions ( 𝑓𝑛(𝑥))𝑛≥0 

1. 𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥). cos𝑛𝑥   − 𝜋 ≤ 𝑥 < 𝜋  .               2.    
𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥

𝑒𝑥+(𝑛𝑥)4
 , 𝑥 ∈ ℝ.          3.    (

𝑥2

1+𝑥2
)
𝑛

  𝑥 ∈ ℝ    
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4.     
 𝑒−𝑛𝑥

1−𝑒−𝑥
 ,   𝑥 > 0    5.  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

√𝑛
,    𝑥 ∈ ℝ     6.   ln (1 +

𝑒−𝑥

𝑛
)      𝑥 ≥ 0 .  𝑓𝑛(𝑥)  = thnx 

II.Séries de fonctions : 

 

Exercice 01 : Trouver le domaine de convergence des séries de terme général : 

1.    
𝑛!(1−𝑒−𝑥)𝑛

𝑛𝑛
             2.   

(−1)𝑛

𝑛4𝑛(𝑥−1)𝑛
              3.  𝑒−𝑛𝑥 sin 𝑛𝑥             

4.  
cos𝑛𝑥 

𝑛+√𝑛
 𝑒−𝑛𝑥

2
      5.    √|sin

𝑥2

𝑛
− 𝑡𝑎𝑛 

𝑥2

𝑛
| .            6.      

(−1)

𝑛𝑥
2

𝑛

. 

(Supp) 1. 
𝑛!(1−𝑥)𝑛

𝑛𝑛
     2..  

(−1)𝑛

(𝑛+1)(2𝑥−1)𝑛
     3.   (−1)𝑛  ( 𝑛

𝑥2

𝑛 − 1)   4. 𝑒−𝑛𝑥
2
cos 𝑛𝑥     . 

 

Exercice 02:  Soit la suite de fonctions (𝑓𝑛)𝑛∈𝑁 définie pour 𝑡𝑜𝑢𝑡  𝑥 ∈  ℝ par : 

𝑓𝑛(𝑥) = (−1)𝑛𝑙𝑛(1 +
𝑥2

𝑛(1 + 𝑥2)
). 

a) Etudier la convergence  normale et uniforme  de la série de fonctions ∑ 𝑓𝑛(𝑥)𝑛≥0 . 
b) Etudier la limite de 𝑆(𝑥)𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑 𝑥 → +∞ 𝑜ù   𝑆(𝑥) = ∑ 𝑓𝑛(𝑥)𝑛≥0 . 

Exercice03 : 

1. 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎 𝑠é𝑟𝑖𝑒 ∑
sin 𝑛𝑥

𝑛𝑛≥1   converge uniformément sur 𝐼 = [𝑎,
𝜋

2
],  a > 0.  

2. On donne ∑
sin 𝑛𝑥

𝑛𝑛≥1 =
𝜋−𝑥

2
   et   ∑

1

𝑛2𝑛≥1 =
𝜋2

6
,  calculer la  somme de la série 

∑
cos𝑛𝑥

𝑛2𝑛≥1   pour tout 𝑥 ∈ ]0,
𝜋

2
] . 

 

Exercice 4 : (Supp) 

  Etudier la convergence simple et uniforme des séries de fonctions: 

1.∑
cos 𝑛𝑥

𝑛2 𝑛≥1         2. ∑ 𝑡ℎ 𝑛𝑥 − 𝑡ℎ(𝑛 − 1)𝑥𝑛≥1    𝑥 ∈ ℝ. 

3.∑ log (1 −
𝑥

𝑛2
)𝑛≥2 0 < 𝑥 < 1  .  4.   ∑ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑥

1+𝑛(𝑛−1)𝑥2𝑛≥0   𝑥 ∈ ℝ. 

 
III. Séries entières : 

Exercice 01 : Déterminer le rayon et le domaine de convergence des séries : 

1. ∑
𝑥𝑛𝑠ℎ𝑛 

1+2…+𝑛𝑛≥1      2.  ∑ (1 −
𝑙𝑛𝑛

𝑛2
)
−2𝑛2

 𝑛≥1 (𝑥 − 3)𝑛     3. ∑ (𝑛
1
𝑛⁄ − 1)𝑛≥1 (𝑍 + 2𝑖)𝑛 

4.  ∑
(−1)n𝑥2𝑛

2+sinn𝑛≥1 .     5.∑ (
1+in

2+3in
)
n
(𝑍 − 1)𝑛𝑛≥0 .       6. ∑ (cos

1

n
)

n2+1

n
𝑍𝑛𝑛≥1 . 
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Exercice02 : Vérifier la convergence et calculer les sommes des séries suivantes : 

1.  ∑ 𝑛 𝑒−(𝑖+1)𝑛 𝑛≥0    2.  ∑
(−1)𝑛 

3𝑛+1𝑛≥0      3.  ∑
(−1)𝑛 𝑛𝑥𝑛  

(2𝑛) !𝑛≥0    4.  ∑
𝑡𝑛 sin 𝑛𝑡

𝑛!𝑛≥0                                             

5. ∑
(2−𝑥)2𝑛+1

(𝑛+1)𝑛≥0 .     0 < 𝑥 < 1.   6. ∑ 𝑥𝑛𝑛≥1 sinn 𝜃   7. ∑
𝑥𝑛 sin 𝑛𝜃

𝑛𝑛≥1 𝜃𝜖 R , |𝑥| < 1.   

Exercice 03 : Développer en série entière autour  de l’origine les fonctions suivantes : 

1.  
1−𝑥2

1−2𝑥𝑐ℎ𝜃+𝑥2
        2.  

𝑥4

 1+𝑥2+𝑥4
             3.

ln(1+𝑥)

1+𝑥
           4. (1 + 𝑥)𝛼 𝛼𝜖 ℝ ∖ ℤ  .                         

   5. ln(𝑥 + √𝑥2 + 1)     6. 𝐴𝑟𝑐 sin 𝑥   7. 𝑓(𝑥) =
1 sin 4𝑥

sin 𝑥
   si 𝑥 ≠ 0   et 𝑓(0) = 0 .    

8.  ∫
𝑙𝑛 (1+𝑡𝑢) 

𝑢

1

0
 𝑑𝑢           9. sin 𝑥 sh 𝑥             10. 𝑐𝑜𝑠3𝑥  .     

Supp : 
𝑥+2

3+2𝑥−𝑥2
 ,   

1

(1+𝑥2)(1+𝑥)
, 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑥−𝑎

1−𝑎𝑥
  , 𝐴𝑟𝑔 sh 𝑥 ,  ∫

 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑢 

𝑢

𝑥

0
 𝑑𝑢 

Exercice 04  (Ratt.16/17)  Soit  𝑓 une fonction de classe 𝐶∞   𝑑𝑎𝑛𝑠 ℝ  telle que :                        

𝑓(0) = 𝑓′(0) = 1  et   ∀𝑛 ≥ 1  𝑓(2𝑛)(0) = −4  𝑓(2𝑛−2)(0)   et  𝑓(2𝑛+1)(0) = −(2𝑛 + 1) 𝑓(2𝑛−1)(0) 

1. Si ∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0  est le développement de Mac − Laurin de 𝑓 , établir que                                

𝑎2𝑛 =
(−1)𝑛4𝑛

(2𝑛)!
 et   𝑎2𝑛+1 =

(−1)𝑛

2𝑛𝑛!
  , en déduire le rayon et le  domaine de convergence de la 

série  𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖é𝑒 à 𝑓(𝑥).   

2. Exprimer la somme 𝑓(𝑥)  en fonction des fonctions  usuelles. 

3. Vérifier que 𝑙′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒 𝐼 = ∫
𝑓(𝑥)

√𝑥
𝑑𝑥

1

0
 converge et l’exprimer sous forme d’une série 

numérique.  Combien faut –il prendre de  termes dans la série pour obtenir une valeur 
approchée de 𝐼 à 10−3prés et préciser le signe de l’erreur. 

Exercice 05 (Supp ) 

         1.Si 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛 𝑥
𝑛

𝑛≥0  avec 𝑎𝑛+3 =
−𝑎𝑛

2
 ∀𝑛 ≥ 0 ,déterminer le domaine de convergence de la 

série  et trouver  une formule exlpicite de 𝑓(𝑥). 

2. Même question avec 𝑎𝑛+5 = −𝑎𝑛 ∀𝑛 ≥ 0 . 

Exercice 06 : Chercher sous forme d’une série entière une solution de l’équation 

différentielle : 

1. 4𝑥𝑦′′ +2𝑦′-+ y  = 0 telle que 𝑦(0) = 1 

2.  𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ − 4𝑦 = 0. telle que 𝑦(0) = 1 et 𝑦′(0) = 1 

supp.1. 𝑥2 𝑦′′ + 4𝑥𝑦′ − (2 − 𝑥2)𝑦 = 1 . 

2. (1 + 𝑥) 𝑦′ =  𝛼 y  𝛼 > 0    telle que 𝑦(0) = 1    

3.  𝑦′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0 

 


