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L2 Math : Analyse llI Série n°1 : Séries Numériques

Exercice 1: (Séries télescopiques)
1) Soit (@, )ns=o Une suite numérique. On pose U, = d,, — A1
i) Montrer que Y, u,, converge ssi la suite(a,,),, converge .

ii) Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leurs sommes.

1 Si 2n+1
n(n+1) n(n+1)

a)xt Ln(l——) b) ¥+ sin o)yt Ln(cos—) O<x<— d)yire arctan—

8n
n*—2n2+5’

; 3(2n
(supp).1.2}+2 Yo~ 2.3 nsm (3"0) @ €R 3.%} 2 arctan

4. Z 2n th( ) tth = thax Zthx) 5. Zn>0 n;rll-:lzm

1
6. Znz0 smrmrore [ Shet

Exercice 2 :
a b c

1 _a, b
x(e+1)(x+2)  x x4+l (x+2)

Montrer qu’il existe (a,b,c)€ R3 tels que :

i) Calculer la somme partielle de la série Y.,51 (en utilsant s,, = Y j- 1% ) en déduire la somme.

nn+1)(n+2)
- 1 1
ii) Calculer les sommes a) Y.,.55 DD b) Yns1 TS

Exercice 3 :
Soit le polynéme de degré k : Pe(x)=x (x — 1) ... (x — (k- 1)) k>1.

) P 1
i) Calculer g, = X%, ‘;( ) en utilisant la somme e= Z,J;wo—l

Z+°o n3+n+n+1 (supp) b) +oo NZ+n+2 ) Z+o° n3-n+1

ii) En déduire les sommes des séries suivantes : a) — n=0"r —

Exercice 4 :

1) Montrer que la suite de terme général: a, = Inn! — (n + %) Inn + n, converge. (
Ind : étudier la série de terme général : u, =a, — a,4q1)-

2) Montrer que : n! = K (g)n\/ﬁ, K € R .(Formule de Stirling avec K = \/2m)

Exercice 5:

1) Soit la série Y} u, , on pose v, = (U, + Uppyq)-
i) Montrer que :si lim u,, =0 alors Y u,et Y v, sontde méme nature et de méme somme

n—-+oo
éventuellement.
T, . 1 inn\™
ii) Vérifier le résultat pour a) u, = (—1)" et b) uy,,=— —+ (%) et u2n+1=%

Exercice 6 :

Soit a >0

1) Montrer que Y51 %— ﬁ = fol idt ind:u, = fol t" 1 (1 —-tYdt )
2) Calculer cette somme pour a=1/2, a—1/3

(G 1 dt
1+na fO 1+t2

3)(supp) Justifier que Y51 ——
Exercice 7 : (supp)

Un Un

ug+usy
W,
n 1+u 2

a) Soitu, >0 Vn € N. Onpose v, = 4ot

1 Ug+eU
et z, =;(u1 + #)

1+uy ’
i) Montrer que les deux séries Y u,et Y. v, sont de méme nature.
ii) Comparer la convergence des séries ), u,, , >, Wy, et 2.z, .

b) Déterminer I'ensemble des couples (a,b)€ R? tels que la série de terme général
zn n

+a .
Un = 55 soit convergente.

c) Déterminer 'ensemble des triplets (a,b,c)€ R? tels que la série de terme général
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1 c .
U, = — — soit convergente.
an+b n

Exercice 8 :

1)Quelle condition suffisante simple peut-on imposer a une fonctionf: R - R*

telle que la série ). % converge.

2)Soit f:N — N est une bijection, étudier la nature de la série Y5, %
(vérifierque: Vn=1 S,,—S, 2% S,=¥n_, % )
Exercice 9:

1) Soient @ unréel tel que 0 < @ < 1,et (a,),une suite de réels positifs .On suppose que Y.,,5; ax
e 7 a 7 .
converge.Démontrer par récurrence que :Vn € N (Zﬁzlak ) < YR-1ag ,endéduire quela
convergence de la série Y.,,51 4y, -

2) Soit ).,»1 4, une série a termes positifs convergente ,étudier la nature des séries :

Zn>1anr Zn>11+a Zn>1 n Zn>1an azn

3) Soit ).,»1 a, Une série a termes positifs divergente ,étudier la nature des séries :

2 an an an
a
anl ns anl 1+an, ,anl 1+nayn anl 1+n2an

Exercice 10 : Déterminer la nature des séries de terme général :

1.1 1
To4gt 2.5.8...(6n—7)(6n—4) 4Mn 1 Sm+i-Vn
n! ' "1.5.9..(8n-1)(8n-7)" Topn "nembBn T (Vn+1)
1 2n+3 \ (chn)e~Bn s
. ( ) 8. 9. ——arctann®
n.Inn.ln(inn) 3n+1 n¢ 2

1 n n e—(1+l)n 1
0. -(1—-+v2 1. —5%— 12.3}*—a>1 13.In 1+Sn—
"( ) ng—5<n§>+\/ﬁ Zo = [ l ]
14.(

n a
1 1 3 1 1
OS%> 15.e™Vn![[k=, sin 16..Arccos /1 -— 17 [argch }1 + F]

18.sin ((2 - \/§)nr[) 19. (sin ni). (tan ni) |IcosnL -1+ #]] n'/2,

3TV 1 \2n .
20. tan(e‘ 1+ ”) Zn k"" a>1 22Uy, = Uppyy = (m) 23.sin(2m n!e).
1.5..(4n-3) ninn 3Mn! . 3m+2-3m 1
(supp) - 2 n
L 2.4.6.10..(4n—4)(4n-2) 2'ln"n 3. nn 4 .r%|sinnam| r>0et a ER\Q 5. (2vn-1) 6. in(infn)
142447 im emn! 13.5..(2n—1)
22 kink " 124224 .02 ' (2n—1)(53§/ﬁ—1) 11. nn 12. 2311 13' 48.12..4n "
Exercice 11:

1) Montrer la convergence et Calculer les sommes des séries :
n
, . 1
1. Yoo atcosnx et Yo asinnx,lal <1 23,501 —a) (mf (a, Z)) a €R*

3. Xn>1

h
et Yooy X v eR.

2nchnx’

cosnx sinnx hnx
22N cosMx et Zn>1 Zzncos"x'x € R. (supp)4. Zn>1 2N chnx

2) Ecrire le nombre 32,54120312031203... sous forme p/q ol p et q sont des entiers.
Vérifier que la répétition de motifs a partir d’un certain rang est une caractéristiques des nombres rationnels
3) Soit la série 53 —§+z—2—2i3+z—i+m

a) Déterminer si elle est absolument convergente, semi-convergente ou divergente.

b) Calculer sa somme en cas de convergence.

e
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Exercice 12 :
Déterminer la nature des séries de terme général :

(-1)"n%sin—g (-nm (-1)"4™ (n1)? (-1" . oV
EvanTE a,B>0 2.——0 3. D) . —cos2n 5. (Sinn)e
(- 1) 5+n(2i-1)\" n(i-1)" | oo (=K n+ sint dt
6. Ln(l + ) 7.( n(3+i)_2) 8. = — 9.sin(wnle) 10.%7"—— 11 g, T

12.(( vn? +n+ 1) — 3/n3 +§n2 +1+ a+§> 13. f(( Dl )((x > 0, f de classe C? au voisinage de 0)

T
cosn

(Supp) 1. tan(m/n2 + 1) 2.(_1)73 3. f(a + %) + f(a — %) —2f(a) (fde classe C? au voisinage de a)

. 1 cos\n (=" 1 Cn 1
4.(=10) arctann\/H 5. P~ 6. Tt CDVarT 7. (-1) \[72 8.(—1) <1n<1+n))

3 3,3 5 _-1 1 Sin na n?+vn
9. cos(n ’n +50% + 1) 10. uy, = o Uoner = 5 1L 1o 12. (tan( )+ ln(n — ))

Exercice 13(Majoration du reste de série)

Soit ).,,51 @, une série a termes positifs convergente et soit R,, son reste .

P . gt

1. Vérifierquesi 3k <1 VvVn>n, a,<k™ alors R, < P
2. i “ It <k alors R, <Ml
an 1-k

Applications :

3 pres.

. . s . n
a) Combien faut-il prendre de termes dans la série Y12, —n

n
b) Méme question pour la série Y7, (:1?)2

Exercice 14 (Majoration du reste de la série de Riemann)

: _ 1 ) , - .
Soit R, = Zkznﬂk—a a > 0 :le reste d’ordre n de la série de Riemann.

n+m dx 1
a) Prouverquepourm=1 R,— Ry m=< f ~a en déduireque R, < a—Dna1

b) A partir de quelna-t-on R, <107 ?
Exercice 15 (Majoration du reste de la série alternée)
Soit Y.,,51(—1)"V,, une série alternée convergente et S, sa somme partielle d’ordre n, montrer que :
i (Szn)n et (Syne1)n Sont adjacentes.
ii. IRy| < Vo1 oU R, estlereste d’ordre n.
iii. Le signe de R, est le méme que celui de son premier terme

Exercice 16 (supp)
1)“

1) Soit la série -1+% - _|. - +

Evaluer 'erreur commise en remplagant la somme de la série par les quatre premiers termes, par la somme des

cing premiers termes. Que peut on- dire du signe de ses erreurs ?
n-1
2) Combien faut-il prendre de termes dans la série Y7, Grenar PoUr avoir la somme de la série 10~ 3prés ?
Exercice 15:

—1
a) Montrer que le produit de la série semi-convergente Zn>1 par elle — méme est une série divergente.

b) Montrer que le produit de la série semi-convergente Y.,1 _n par elle — méme est une série convergente.

Exercice 16:

a) Former le produit (de Cauchy) des séries Y7 &, — et e est ce que ce produit est convergent ?

2n—-1

1
n—1

2
tsupp) b) Former la série : (1 + % + ziz + -t + ) est ce que cette série converge?

(-Dk
2
((n+1—k) ln(2+k)‘”"-+2)

(suep) ¢) Soit la série Y F & (—1)"

i) De quelles séries est le produit de Cauchy ?

ii) En déduire si elle est absolument convergente, semi-convergente ou divergente.
]
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