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Exercice1
On dé�nit sur C([0; 1] ; R), muni de la convergence uniforme ( kuk = supx2[0;1] ju(x)j

pour u 2 C([0; 1] ; R) ), la forme linéaire

�(u) =

Z 1
2

0

u(t)dt�
Z 1

1
2

u(t)dt ; u 2 C([0; 1] ; R):

a) Montrer que l�application � est une forme linéaire continue et que k�k � 1:
b) Montrer que k�k = 1.
Indication : on pourra calculer pour n � 3, u(un), avec un dé�ni par

un =

8<: 1 sur
�
0; 12 �

1
n

�
�1 sur

�
1
2 +

1
n

�
a¢ ne et continue sur

�
1
2 �

1
n ;

1
2 +

1
n

�
:

Exercice2
Soit (X; d) un espace métrique et (Kn)n2N une suite décroissante de fermés

tous non vides tels que K0 est compact.
1) Montrer que Kn est compact pour tout n 2 N:
2) Montrer que K = \n2NKn 6= �:
3) Soit U un ouvert contenant K. Montrer qu�il existe un n 2 N tel que

Kn � U:
Exercice3
Soit f : (X; d)! (Y;D) une application entre deux espaces métriques.
1) Montrer que si f est uniformément continue l�image d�une suite de Cauchy

de X par f est une suite Cauchy de Y .
2) On suppose que f est un homéomorphisme uniformément continu. Mon-

trer que si Y est complet, X l�est aussi.

1 Correction

Exercice1
a) � est linéaire, en e¤et pour tous �, � 2 R et u, v 2 C([0; 1] ; R), nous

avons

� (�u+ �v) =

Z 1
2

0

(�u+ �v) (t)dt�
Z 1

1
2

(�u+ �v) (t)dt

= �

 Z 1
2

0

(u) (t)dt�
Z 1

1
2

(u) (t)dt

!
+ �

 Z 1
2

0

(v) (t)dt�
Z 1

1
2

(v) (t)dt

!
= �� (u) + �� (v) .
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Par ailleurs

j� (u)j =
�����
Z 1

2

0

(u) (t)dt�
Z 1

1
2

(u) (t)dt

����� �
Z 1

2

0

kuk dt+
Z 1

1
2

kuk dt = kuk :

Ce qui montre que l�application linéaire � est continue et qu�en plus

k�k � 1:

b) Commençons d�abord par déterminer l�application a¢ ne continue qui est
de la forme g(t) = at+ b avec a, b 2 R à déterminer.

Nous avons par la continuité de g :
�

g
�
1
2 �

1
n

�
= 1

g
�
1
2 +

1
n

�
= �1

ce qui donne a = �n et b = n
2 i.e. g(x) = �nt+

n
2 .

Par ailleurs, pour n � 3,

�(un) =

Z 1
2�

1
n

0

un(t)dt+

Z 1
2

1
2�

1
n

un(t)dt�
 Z 1

2+
1
n

1
2

un(t)dt+

Z 1

1
2+

1
n

un(t)dt

!

= 1� 2

n
+

Z 1
2

1
2�

1
n

�
�nt+ n

2

�
dt�

Z 1
2+

1
n

1
2

�
�nt+ n

2

�
dt

= 1� 2

n
+
1

2n
+
1

2n
= 1� 1

n
:

D�où k�k = sup
n
j�(u)j
kuk : u 2 C ([0; 1] ; R)� f0g

o
� sup j� (un)j = sup

�
1� 1

n : n � 3
	
=

1.
Et par comparaison avec la question (a), on obtient

k�k = 1.

Exercice2
1) Nous savons que tout sous-ensemble fermé d�un compact est compact.

Comme la suite (Kn)n2N est une suite décroissante de fermés avec Ko compact
il en résulte que tous les Kn sont des compacts.
2) Montrons que K = \n2NKn 6= �.
On procède par absurde i.e. on suppose que K = � ce qui donne par passage

au complémentaire par rapport à Ko que

Ko = [n2NCKn

et puique les CKn forme un recouvrement d�ouverts pour Ko et que ce dernier
est compact on peut en extraire un sous recouvrement �ni i.e.

Ko = [i=1;:::;nCKi
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ce qui donne
� = \i=1;:::;nKi = Kn 6= �

Contradiction et par suite K 6= �:
3) Soit U un ouvert contenant K. Montrons l�existence d�un n 2 N tel que

Kn � U:
En e¤et supposons qu�aucun des Kn n�est contenu dans U alors pour tout

n 2 N , il existe xn 2 Kn \ CU . Pour chaque n 2 N , la suite (xn+l)l2N � Kn

et puisque ce dernier est compact alors elle admet une sous-suite convergente
vers xo 2 Kn. Ce qui montre alors que xo 2 \n2NKn = K: Par ailleurs la suite
(xn)n2N � CU qui est fermé et par suite xo 2 CU ce qui contredit le fait que
K � U . Par conséquent il existe n 2 N tel que Kn � U:
Exercice3
1) Montrons que l�image d�une suite de Cauchy par une application unifor-

mément continue est une suite de Cauchy.
Soit (xn)n2N une suite de Cauchy de (X; d) i.e. telle que pour tout � > 0 il

existe no 2 N telle que pour tous m;n � n0 on a d(xn; xm) < �: Puisque f est
uniformément continue alors pour tout � > 0 il existe � > 0 tel que pour tous
x,y 2 X tels que d(x; y) < � on a D(f(x); f(y)) < �. En prenant � = �, il existe
alors no 2 N tels que pour tous m;n � n0 on aura D(f(xn); f(xm)) < �: Ce qui
montre que (f(xn))n2N est une suite de Cauchy dans (Y;D).
2) Montrons que si Y est complet, X l�est aussi.
Soit (xn)n2N � X une suite de Cauchy, puisque f est uniforment continue et

par la première question (yn = f (xn))n2N est une suite de Cauchy dans (Y;D)
qui est complet et yn = f (xn) ! y 2 Y et comme f est un homéomorphise
xn = f

�1 (yn)! f�1 (y)) = x 2 X:
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