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Epreuve finale d’analyse numérique 1 (corrigé)

Exercice 1
Pour approcher l'intégrale I( f fo x)dzx, on considére la méthode d’intégration

J(f)=nh laf(()) +bf(%)} ,avec h > 0 donné.

Déterminer a et b pour que la méthode J soit exacte pour les polyndmes de degré le plus
élevé possible. Quel est le degré de précision de la formule?

Corrigé

Déterminons a et b tels que J(f) = I(f) pour f =2 k=0,1

k=0 ha+b)=h<a+b=1

2h%  h? 3
don () =1 | 3000+ 23
pour k = 2 J(:CQ)_};S_[( %)
2ht
pour k =3 J(x 3):—7&—_1( %)

Le degré de précision de la formule de quadrature J(f) est égal a 2.

Exercice 2

1. Quel est le polyndéme de degré 1, de meilleure approximation au sens des moindres carrés
discrétes pour les valeurs

(1,0),(2,6),(3,14), (4,24)

2. Déterminer le polynéme de meilleur approximation en moyenne quadratique de la fonction
f(z) = sin(x) dans le sous espace engendré par pg, p; et py sur U'intervalle [—1, 1] relativement
a la fonction poids w(z) = 1, avec

po(z) =1, p1(z) =z et po(z) = 2° — =

Corrigé
4
1. On pose p(z) = ap + a1z et s(ag,ar) = > (y; — ag — a17;)*
i=1
On cherche ag et a; tels que s(ag, a1) soit minimale, les équations normales s’écrivent:

O0s O0s

g2 _ 7 =0
8010 (a07 al) aal (a07 al)
Ce qui est équivalent au systéme
4
dao+ @22 = 2 dag + 10a; = 44 2a0 + bay = 22
10&0 + 30@1 =150 aop + 3&1 =15

4 4 4
Aoy T + a1y xr = DTl
=1 =1 =1



ag = —9
a; = 8
D’ou

p(x) = -9+ 8x

2. Vérifions que les polynoémes py, p; et ps sont orthogonaux sur I'intervalle [—1, 1] par rapport
ala fonction poids w(z) =1,

f po(x)p1(x)de = [~ 11 xdr =0  comme intégrale d’une fonction impaire sur [—1, 1]
1

fflpo X Pz l' dl': f—ll (.TQ — 5) dr =20

1
f p1(x)pe(z)dr = f_ x (33 - —) dx =0 comme intégrale d’une fonction impaire sur
[_L 1]
De plus,
S pb@)de = [1) de =2 = ag

2

f_llp%(l')dl' = f_ll r?dr = g =

,  1\? 8
f pa(x dx—f_l -3 dx—45 Qg

Le polynome cherche s’écrit: p( ) = copo( )+ cipr(x) + capa(x)

c:—flpg sin(z)dxr = = flsm Ydz =0

avec =— f p1(z)sin(x)dz = = f L zsin(z)dz = 3 (sinl — cos 1)

:_f pa() sin(z)dz = = fl( 1)sin(:c)d:v—()

\
Conclusion p( ) =3(sinl —cosl)x
Exercice 3
Soit I = [0,1] et f : I — R une application continue. Considérons les points d’appui ¢ = 3
et T = 3
1) En utilisant le polyndéme d’interpolation de f en xget xjtrouver la formule de quadrature
. . X . i 1
relative aux points d’appui considérés pour le calcul de fo f(x)dx.

1
2) En considérant f(z) = 12
T

3) A Taide d’un changement de variable affine, étendre cette formule de quadrature pour
'intégrale suivante f o f(x)dx.

4) On considere la subdivision de l'intervalle la,b], a = zg < 3 < -+ < x, = b, avec
x; = a + ih. En déduire la formule composite pour le calcul de fab f(z)dx

Corrigé

en déduire une valeur approchée de In 2.

r — T T — Tg

1) (o) = T2 o) + S ) = (2= 30) fo0) + (= 1) )

On note Q(f)
=: UG+
2) [o flx)dz = [y T d:v-ln?

la formule de quadrature cherchée Q(f) = f(zo) fol (2 — 3z) dz+f (1) fol (3z —1)dx



In2 =~ Q(
3)

) =

L1 1 \_2
1+a2° 2\14+3 142/ 40

/ o f(:z:)d:z; = ($i+1 - Iz) /0 f((%ﬂ - xz) T+ xi)dx

i

($i+1 - xz)

R~ 5 {f((%’ﬂ — ;) é +x;) + f(Tig1 — 2) % + xl)}

/ab flz)dz = j;:/;m f(x)dx

n—1

Zw {f((wm — ;) % + 2;) + f((zip1 — ;)

gz flait )+ Fot )

gni; [f(cwr (z—l—%) h)+ fla+ (z+§) h)]

2
3

Q

)]

Q

Q

Exercice 4

1. On suppose que f € C?[a,b] et que zg,z9 + h,zo + 3h € [a,b].Obtenir la formule
d’approximation de f’(z¢) utilisant le polynéme d’interpolation passant par (z¢, f(xo)),
(xo + h, f(xo + 1)), (o + 3h, f(zo + 3h)), estimer 'erreur de la formule et en déduire 1'ordre
de la formule.

2. Soit f(x) =xe” et xg = 0,21 =1 et x5 = 2.

A partir de la formule de Taylor obtenir les formules avant, centrée et arriére pour le
calcul de f'(x) et donner l'ordre de chaque formule. Evaluer f/(1) a ’aide de ces formules.
Corrigé

Io(#) = 573 — 70— B} — 0 — 3h) = Ig(a) = 3w — 70 — 2h)

(@) = —5r5( — 20)(x — 70— 31) = 1y (x) = — 55 (20 — 220 — 3h)

b(z) = 622(x—x0)(x—x0—h):>l§( )= 622( v — 20— h)

comme f(z) = pal() + f(g)g( D (0 20)(w — 20— h)(& — 30 — 3h),£(x) € Jro, 0 + 3|

alors

FP(E())

ra) = o)+ |5

FP(E(x))
3!

} (x — xg)(x — 9 — h)(x — g — 3h) +

[(z —x0)(x — 20— h) + (x — x0)(x — 29 — 3h) + (x — 29 — h)(x — g — 3h)]



Pour x = xg

f(xo) = phlzo) + Mhz

2

avec (1) — ;—;: f(mo)+% Froth)— — f(0+3h) = - [—8F(z0) + 9f (20 + ) — F(zo + 3h)]

6h 6h

Il en résulte "approximation

o) = g [-8f (o) + 9 (o + h) — flo + 3h)]
or |(x0) ~ rhla)| < T avec M= sup|f(x)]

z€[zo,r0+3h]
donc 'ordre de la formule est 2.

2.

e Formule avant.

En supposant que f € C? ([z; — h,x1]) la formule de Taylor

2
Flar - h) = Fan) + b7 () + o F(€1),€1 € Jan, 1+ A

donne " L
f/(xl) _ f(xl + ) - f(xl) . _f//(é-l)
h 2
d’ou 'approximation
z1+h)— f(z
f/(SUl)%f( 1 i)L f( 1)
Comme, en posant M; = max |f”(x)| on a
z€[z1,21+h]
h) — M
f,(xl) - f('rl + ) f(ml) S —1h
h 2
alors cette formule est d’ordre 1.
2)— f(1
f/(l)%f( ) 1 f( ) :262—6

e Formule arriére.

En supposant que f € C? ([x; — h, z1]) ,la formule de Taylor

2
Flor = h) = f@) = h'(m) + o (6.6 € oy — b,

donne

f/<5€1) _ f(l'l) - f(CUl - h) + gf”<€2)

d’ou 'approximation




Comme avec My = max |f”(z)| on obtient
r€[x1—h,z1]

f(z1) — flz1 = h) <%h

f’(iﬁl) - h S

alors cette formule est d’ordre 1.

f,(l) ~ f(l)zf(o) —e

Formule centrée.

En supposant que f € C?[zg, xo]
h? h?
f@r+h) = f(z1) + hf'(21) + Ef”(xl) + 5]”%53):53 € |o1, 21 + A

et

h3

f(xl - h) = f(l’l) - hf’(q:l) + %f”(xl) _ y "

(€4),84 € Jm1 — Iy 2o

en soustrayant membre & membre on a:

3

) + £

Flar+h) = fla—h) = 2bf (@) + 3

Sachant que f” est continue sur [z; — h,x1 + h| alors le théoréme des valeurs inter-

f”/<£3) —; f//,(£4) _ f///(g)

médiares assure l'existence d'un £ € |x; — h, x1 + h[ tel que
d’ou
flai+h)—fle—h) I

f/(a:l) — 2h _ Efl//(g)

Il en résulte 'approximation centrée suivante:

flzr+h)— flx—h)
2h

f(21) ~

C’est une formule d’ordre 2 car:

flxi+h) = fl—h) M, 5
/ _ < 3 Ma — "
f (xl) 2h - 6 h » ot 5 xe[xfl—lg,);1+h] ‘f (1’)|




