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Exercice1
Soit (X; d) un espace métrique, A et B deux sous-ensembles de X:
a) Montrer que

A \B � A \B et A [B = A [B:

b) On note u(A) =
o

A et v(A) =
o

A:
Calculer u(A) et v(A) pour X = R (muni de la distance usuel) A = ]0; 1]

et A = Q.
Exercice2
Soit E = C1([0; R] ; R) l�espace des fonctions de classe C1 dé�nies sur

[0; 1] et à valeurs dans R:On pose pour f 2 E,

kfk0 =
Z 1

0

jf(x)j dx et kfk1 = jf(0)j+
Z 1

0

jf 0(x)j dx

1) Montrer que k:ko et k:k1 sont deux normes sur E:
2) Montrer que

k:ko � k:k1
( On pourra écrire que f(x) = f(0) +

R x
0
f 0(t)dt )

Exercice 3
On considère E = C ([0; 1] ; R) l�espace des fonctions continues sur [0; 1] et

à valeurs dans R: On dé�nit l�application u : E ! R, dé�nie par u(f) = f(1):
On munit E de la norme kfko = supx2[0;1] jf(x)j.
a) Montrer que l�application u est linéaire et continue.
On munit maintenant E de la norme kfk1 =

R 1
0
jf(x)j dx:

b) Montrer que u n�est pas continue sur E dans R ( on pourra utiliser la
suite fn dé�nie par fn(x) =

p
nxn)

Corrections
Exercice1 ( 6 points )
a) Montrons que A \B � A \B et A [B = A [B:
Nous avons:
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A \B � A et A \B � B ce qui donne A \B � A et A \B � B
d�où A \B � A \B:
De même, puisque: A � A et B � B , on déduit que: A [ B � A [ B:

Comme A [ B est fermé et A [B est le plus petit fermé contenant A [ B,
alors A [B � A [ B: Par ailleurs A � A [ B et B � A [ B ce qui donne:
A � A [B et B � A [B et par conséquent A [B � A [B:

b) u(]0; 1]) =
o

]0; 1] =
o

[0; 1] = ]0; 1[ et

v(]0; 1]) =
o

]0; 1] = ]0; 1[ = [0; 1].
De même

u(Q) =
o

Q =
o

R = R.
et

v(Q) =
o

Q = � = �:
Exercice2 ( 7 points )
1) Montrons que k:ko et k:k1 sont deux normes sur E:
-kfko = 0 ,

R 1
0
jf(x)j dx = 0 , jf(x)j = 0 8x 2 [0; 1] ( Puisque f et la

valeur absolue sont des fonctions continues ); ce qui est équivalent à f � 0:
-8� 2 R et 8f 2 E, k�fko =

R 1
0
j�f(x)j dx = j�j

R 1
0
jf(x)j dx = j�j kfko.

et
-8f; g 2 E, kf + gko =

R 1
0
jf(x) + g(x)j dx �

R 1
0
jf(x)j dx+

R 1
0
jg(x)j dx =

kfko + kgko.
De même
-kfk1 = jf(0)j+

R 1
0
jf 0(x)j dx = 0, f(0) = 0 et f 0(x) = 0; 8x 2 [0; 1],

f = 0.
-8� 2 R, 8f 2 E, k�fk1 = j�f(0)j+

R 1
0
j�f 0(x)j dx = j�j

�
jf(0)j+

R 1
0
jf 0(x)j dx

�
=

j�j kfk1 :
-8f; g 2 E, kf + gk1 = jf(0) + g(0)j+

R 1
0
jf 0(x) + g0(x)j dx

� jf(0)j+ jg(0)j+
R 1
0
jf 0(x)j dx+

R 1
0
jg0(x)j dx = kfk1 + kgk1.

Ce qui montre que k:ko et k:k1 sont deux normes sur E:
2) Maintenant on va montrer que k:ko � k:k1 .
En e¤et 8f 2 E, kfko =

R 1
0
jf(x)j dx et sachant que l�on peut écrire que

f(x) = f(0) +
R x
0
f 0(t)dt, on obtient:

8x 2 [0; 1], jf(x)j � jf(0)j+
R x
0
jf 0(t)j dt � jf(0)j+

R 1
0
jf 0(x)j dx = kfk1.

D�où kfko =
R 1
0
jf(x)j dx �

R 1
0
kfk1 dx = kfk1

R 1
0
dx = kfk1 :

Exercice3 ( 7 points )
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1) u est linéaire et continue.
En e¤et pour tous f , g 2 E et �, � 2 R, on a:
u(�f + �g) = (�f + �g)(1) = (�f)(1) + (�g)(1) = �f(1) + �g(1)

= �u(f) + �u(g).
Ce qui montre que u est une application R-linéaire sur E .
Pour montrer que u est continue il su¢ t de montrer par exemple l�existence

d�une constante M telle que
ju(f)j �M kfko.
En e¤et, ju(f)j = jf(1)j � supx2[0;1] jf(x)j = kfko . La constante cherchée

M = 1 et u est continue sur l�espace vectoriel normé (E; k:ko).
2) Montrons à présent que u n�est pas continue sur l�espace vectoriel

normé (E; k:k1) : Pour cela considérons la suite de fonctions (fn)n dé�nie par
fn(x) =

p
nxn: Nous avons kfnk1 =

R 1
0

p
nxndx =

h p
n

n+1
xn+1

i1
0
=

p
n

n+1
! 0

quand n ! +1 i.e. limn!+1 fn = 0 pour la norme k:k1. Mais u(fn) =
fn (1) =

p
n ! +1 6= u(0) = 0. L�application n�est pas continue sur

(E; k:k1)
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