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Exercicel
Soit (X, d) un espace métrique, A et B deux sous-ensembles de X.
a) Montrer que

ANBCANB e¢ AUB=AUB.

b) On note u(A) = A et v(A) = A

Calculer u(A) et v(A) pour X = R (muni de la distance usuel) A =)0, 1]
et A=0Q.

Exercice2

Soit £ = C'([0, R], R) I'espace des fonctions de classe C! définies sur

[0,1] et & valeurs dans R.On pose pour f € E,

||f||o=/0 |[f(2)]dz et [[f]l, = |f(0)|+/O |f'(2)] dx

1) Montrer que |||, et ||.||; sont deux normes sur E.
2) Montrer que

116 < Il

( On pourra écrire que f(z) = f(0) + [, f/(t)dt )

Exercice 3

On considere E = C ([0, 1], R) espace des fonctions continues sur [0, 1] et
a valeurs dans R. On définit 'application u : E — R, définie par u(f) = f(1).

On munit £ de la norme || f||, = sup,¢jo 1y | f(2)]-

a) Montrer que Papplication u est linéaire et continue.

On munit maintenant E de la norme || f||, = fol |f(x)] dz.

b) Montrer que u n’est pas continue sur £ dans R ( on pourra utiliser la

suite f, définie par fo(z) = /nz™)
Corrections

Exercicel ( 6 points ) o o
a) Montrons que ANBCANB et AUB=AUB.
Nous avons:




ANBCAet ANBC Bcequidonne ANBCAet ANBCB

dot ANB C AN B.

De méme, puisque: A C A et B C B, on déduit que: AUB C AU B.
Comme AU B est fermé et AU B est le plus petit fermé contenant A U B,
alors AUB C AU B. Par ailleurs A C AUB et B C AU B ce qui donne:
ACAUBetBCAUBetparconsequentAUBCAUB

by u(]0,1]) = J0.1] = [0,1] = ]0, 1|

o —_—

v(]0,1]) =10,1] =1]0,1[ = [0, 1].
Dememe
u(Q) = Q R=R.
et o
Q) =Q=0=0.

Exercice2 ( 7 points )

1) Montrons que |||, et ||.||; sont deux normes sur E.

-Ifll, =0« fol |f(z)|de =0 < |f(z)] =0 Vz € [0,1] ( Puisque f et la
valeur absolue sont des fonctions continues ); ce qui est équivalent a f — 0.

VA€ Ret Vf € B, [IMIl, = [y M (@) dz = A fy [f(@)]dz = N[ f]],-

et

Vfog€ B \f+ll, = Jo (@) +g(@)|dx < [y |f(@)|dz+ [y |9(x)| dv =
£l + llgll,-

Deméme

A flly = 1FO)] + Ji 1/ ()] dz = 0 £(0) =0 et f/(x) =0, Vo € [0,1] &
f=o.

VA€ RS € B Ml = NO)+fy A @) do = N (1£(0)] + f 1/ ()] dr) =
AAL

1
Vf,9 € E, |f +gll, = 1£(0) + |+fo |[f'(2) + ¢ (x)| do
< [fO)+19(0)[ + fy | /(= |d1’+f0 lg'(x !d@“— 111y + llglls-
Ce qui montre que |||, et ||.||; sont deux normes sur E.

2) Maintenant on va montrer que ||.||, < |||, .

En effet VieE, fll, = fol |f(z)| dz et sachant que I'on peut écrire que
f(@) = f(0)+ [ f'(t)dt, on obtient:

Vﬂce [071], [f (@) < [£(0 \+fo [F/(®)]dt < 1f(0 |+f0 |f' (@) de = [ £1];-
Dot ||f]l, = fy [f(@)|de < [y If ]l dz = || fll, fy dz = [fll;-

Exercice3 ( 7 points )



1) u est linéaire et continue.

En effet pour tous f, g € F et A\, u € R, on a:

uw(Af + pg) = (Af +pg)(1) = (A)(L) + (pg)(1) = Af(1) + pg(1)

= Au(f) + pu(g).

Ce qui montre que u est une application R-linéaire sur E .

Pour montrer que u est continue il suffit de montrer par exemple I’existence
d’une constante M telle que

u(f)] < M fll,

En effet, [u(f)| = |f(1)] < sup,eoq [f(@)] = [ f]l, - La constante cherchée
M =1 et u est continue sur 'espace vectoriel normé (E, ||.||,).

2) Montrons a présent que u n’est pas continue sur l'espace vectoriel
normé (£, ||.||;) . Pour cela considérons la suite de fonctions (f,), définie par

_ n N _ 1 nd _ Vn n+1 ! _ /n O
fo(x) = /na™. Nous avons ||f.l, = [) vna"de = |5z ==

quand n — 400 ie. lim, . o f, = 0 pour la norme |.||;. Mais u(f,) =
fn(1) = /n — +o00 # u(0) = 0. L’application n’est pas continue sur

(B, [I-]],)



