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CONTROLE   CONTINU  (durée 02h) 
 
 
Exercice 01 :05 pts   
Etudier la nature et calculer en cas de convergence la somme des séries : 
 

 1)  ∑
1

2𝑛
𝑡ℎ (

1

2𝑛
).   +∞

𝑛=2 (𝑖𝑛𝑑: 𝑡ℎ𝑥
2
=

1

𝑡ℎ2𝑥
−

1

2𝑡ℎ𝑥
)  2)∑ (∑

1

2𝑘√𝑙𝑛𝑘
𝑛
2 )𝑛≥2   3)   ∑ tan(π√4n2 + 1)𝑛≥1    

 
Exercice 02 : 06 pts 

Soit  𝑓 une fonction de classe 𝐶∞   𝑑𝑎𝑛𝑠 ℝ  telle que :    

       𝑓(0) = 4  et   ∀𝑛 ≥ 1  𝑓(𝑛)(0) = −
𝑛(2𝑛−1)

2𝑛+1
  𝑓(𝑛−1)(0)    

1. Si ∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0  est le développement de Mac − Laurin de 𝑓 , établir que   

 𝑎𝑛 = 4
(−1)𝑛

(2𝑛+1)
  , en déduire le rayon et le  domaine de convergence de la série  𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖é𝑒 à 𝑓(𝑥).   

2. 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟 pour |𝑋| < 1 , les sommes des séries entières  ∑
(−1)𝑛

(2𝑛+1)
𝑋2𝑛+1 𝑒𝑡  ∑

𝑋2𝑛+1

(2𝑛+1)
    +∞

𝑛=0    +∞
𝑛=0  

En déduire l’expression de  la somme 𝑓(𝑥)  en fonction des fonctions  usuelles. 

3. Trouver le plus petit entier n donnant une valeur approchée à 10-2près de 𝜋, préciser  le signe 
de l’erreur.  

 
Exercice 03 : 09 pts 

I. Soit la  suite de fonctions définie par 𝑓𝑛(𝑥) =  
𝑥

𝑛(𝑥2+1)
  𝑥 ∈ ℝ , 𝑛 ∈ ℕ∗  .  

1)   Etudier  la  convergence simple et uniforme de  la suite (𝑓𝑛(𝑥))𝑛dans ℝ. 

2)   Comparer    𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞ ∫ 𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0
 𝑒𝑡 ∫    𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

+∞

0
 ,que peut-on conclure ? 

II.  On considère la série de fonctions de terme général 

                          ∀𝑛 ≥ 1  𝑢𝑛(𝑥) = (−1)
𝑛𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑥

𝑛(𝑥2+1)
    𝑥 ∈ ℝ   . 

1) Trouver le domaine de convergence  𝐷𝑐 de la série ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1 . 

2)  Etudier  la  convergence normale, uniforme  et absolue de la série  ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1  sur 𝐷𝑐  .   

3) Montrer que  la somme  S(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐷𝑐. 

Vérifier que :   S′(𝑥) = ∑ (−1)𝑛  
𝑛(1−𝑥2)

𝑛2(𝑥2+1)2+𝑥2𝑛≥1 . 

4) Etudier le signe  de S′(𝑥)  dans  ℝ  .Montrer que la fonction  S(𝑥)  admet un minimum au 

point x=1. (on vérifiera que  S(1) < 0) 

5) Vérifier que de la fonction S(𝑥)  est impaire et étudier ses variations dans  𝐷𝑐  . 

 

Question facultative : Donner l’allure du graphe de la fonction   S(𝑥) 
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Le corrigé 

Exercice 01 :05 pts   

1)  02pts   𝑢𝑛 =
1

2𝑛
𝑡ℎ (

1

2𝑛
)  

 lim
𝑛→+∞

1

2𝑛
= 0 , 𝑡ℎ𝑥 ~⏞

𝑣(0)

 𝑥 ,   0 ≤ 𝑢𝑛 ~
1

22𝑛
= (

1

4
)
𝑛

= 𝑞𝑛, |𝑞|  < 1 ⇒  ∑ 𝑢𝑛𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑛≥2 . 

 𝑢𝑛 =
1

2𝑛
𝑡ℎ (

1

2𝑛
) =

1

2𝑛−1𝑡ℎ
1

2𝑛−1

−
1

2𝑛𝑡ℎ
1

2𝑛

 = 𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛 (𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑡é𝑙é𝑠𝑐𝑜𝑝𝑖𝑞𝑢𝑒).                   

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞ 

𝑥𝑛

𝑡ℎ𝑥𝑛
= 1   (𝑥𝑛 =

1

2𝑛
→ 0 𝑞𝑑 𝑛 → +∞) 

𝑆𝑛 = ∑ 𝑢𝑘
𝑛
2 = 𝑎1 − 𝑎𝑛   et  lim

𝑛→+∞
𝑆𝑛 =

1

2𝑡ℎ(
1

2
)
− 1 

3) 01,5pts 

L’équivalent de  𝑢𝑛 =  ∑   𝑛
𝑘=2

1

2𝑘√𝑙𝑛𝑘
 : comparaison avec l’intégrale : 

 f(x)= 
1

2𝑥 √𝑙𝑛𝑥
  𝑥 ≥ 2  ,f est positive ,décroissante et continue . 

 ∫ f(x)dx = 
𝑛

2 
∫

𝑑𝑢

2√𝑢
= [√𝑢]

ln2

n
 

𝑙𝑛𝑛

𝑙𝑛2 
= √𝑙𝑛𝑛 − √𝑙𝑛2 

Alors  𝑢𝑛 = ∑   𝑛
𝑘=2

1

2𝑘√𝑙𝑛𝑘
~√ 𝑙𝑛𝑛 − √𝑙𝑛2 → +∞ ≠ 0⇒  ∑ 𝑢𝑛  𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑛≥2 . 

4) 01,5pts 

𝑢𝑛 = tan (π √4n
2 + 1) = tan(π2n (1 +

1

4n2
)

1

2
) = tan (π2n (1 +

1

8n2
+ o (

1

4n2
)) ). 

𝑢𝑛 = tan (π2n+
π

4n
(1 + o(1) )) = tan (

π

4n
(1 + o(1) ))~.

π

4n
⇒   ∑ 𝑢𝑛   𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛≥2 . 

(𝑡𝑎𝑛𝑥 ≥ 0 𝑠𝑖   0 < 𝑥 <
𝜋

2
  alors  𝑢𝑛 ≥ 0 ∀𝑛 ≥ 1 ) 

Exercice 02 : 06 pts 
 

1) (02.25pts)  𝑓  est une fonction de classe 𝐶∞   𝑑𝑎𝑛𝑠 ℝ  telle que :    

       𝑓(0) = 4  et   ∀𝑛 ≥ 1  𝑓(𝑛)(0) = −
𝑛(2𝑛−1)

2𝑛+1
  𝑓(𝑛−1)(0)  

    𝑓′(0) = −
4

3
 ,   𝑓′′(0) = 4(−1)2

1.2.3

3.5
= 4(−1)2

1.2

5
,   𝑓(3)(0) = 4(−1)3

1.2.3.

7
 

∀𝑛 ≥ 1  𝑓(𝑛)(0) = 4(−1)𝑛
𝑛!

2𝑛+1
, ainsi  𝑎𝑛 =

  𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
= 4

(−1)𝑛

(2𝑛+1)
   et  𝑓(𝑥) = 4∑

(−1)𝑛𝑥𝑛

(2𝑛+1)
   +∞

𝑛=0  

lim
𝑛→+∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 1 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑙𝑒 rayon  de convergence 𝑅 = 1. 

La série converge si |𝑥| < 1  𝑒𝑡 𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 |𝑥| > 1 ,  

Si x =1 on a  ∑
(−1)𝑛

(2𝑛+1)
   +∞

𝑛=0  est une série alternée convergente. 

Si x =-1 on a  ∑
1

(2𝑛+1)
   +∞

𝑛=0  est une série divergente. 

 le  domaine de convergence  𝐷𝑐 = ]−1,1]. 
 

2) (02.75pts)   𝐿𝑒 rayon  de convergence des deux séries entières  

∑
(−1)𝑛

(2𝑛+1)
𝑋2𝑛+1 𝑒𝑡  ∑

𝑋2𝑛+1

(2𝑛+1)
 +∞

𝑛=0  +∞
𝑛=0 est égal à  𝑅 = 1 car lim

𝑛→+∞
√|𝑎𝑛|
𝑛

= lim
𝑛→+∞

√|𝑎2𝑛+1|
2𝑛+1

=

lim
𝑛→+∞

𝑒
−𝑙𝑛(2𝑛+1)

(2𝑛+1) = 1 

𝑆1(𝑥) = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛+1)
𝑥2𝑛+1 ,+∞

𝑛=0 𝑆1
′(𝑥) = ∑ (−1)𝑛 +∞

𝑛=0 𝑥2𝑛 =
1

1+𝑥2
. 

𝑆1(𝑋) − 𝑆1(0)⏟  
0

= ∫
𝑑𝑡

1+𝑡2

𝑋

0
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑋. 

𝑆2(𝑥) = ∑
1

(2𝑛+1)
𝑥2𝑛+1 ,+∞

𝑛=0 𝑆2
′(𝑥) = ∑  +∞

𝑛=0 𝑥
2𝑛 =

1

1−𝑥2
. 

𝑆2(𝑋) − 𝑆2(0)⏟  
0

= ∫
𝑑𝑡

1−𝑡2

𝑋

0
=
1

2
∫ (

1

1−𝑡
−

1

1+𝑡
)

𝑋

0
𝑑𝑡 =

1

2
𝑙𝑛 (

1+𝑋

1−𝑋
) = 𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ𝑋. 

on déduit : 
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 si  𝑥 > 0  𝑓(𝑥) = 4∑
(−1)𝑛

(2𝑛+1)
𝑥𝑛 =

1

√𝑥
 ∑

(−1)𝑛

(2𝑛+1)
(√𝑥)

2𝑛+1
=
4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√𝑥

√𝑥
 +∞

𝑛=0
+∞
𝑛=0 . 

 si 𝑥 < 0 𝑓(𝑥) = ∑
4(−1)𝑛

(2𝑛+1)
𝑥𝑛 =

4

2√|𝑥|
 ∑

1

(2𝑛+1)
(√|𝑥|)

2𝑛+1
=
4𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ√|𝑥|

√|𝑥|
.+∞

𝑛=0
+∞
𝑛=0  

 

3) (01pt) (D’après le second lemme d’Abel :  lim
𝑥→1
𝑓(𝑥) = 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛1 = 𝜋 =  ∑

4(−1)𝑛

(2𝑛+1)
 +∞

𝑛=0  

C’est une série alternée convergente 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 |𝑅𝑛| ≤
4

2𝑛+3
≤ 10−2  

Pour 𝑛 ≥ 199  la majoration ci-dessus est vérifiée en plus 𝑅199 =

∑
4(−1)𝑘

(2𝑘+1)
 +∞

𝑘≥200    𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓 car son premier terme est positif. Ainsi 𝑆199  est  une valeur 

approchée par défaut  de 𝜋. 
Exercice 03 : 09 pts 

I. 1)   02pts 

 La  convergence  simple :                                                     

lim
𝑛→+∞

𝑓𝑛 (0) = 0  et  ∀𝑥 ≠ 0, lim
𝑛→+∞

𝑓𝑛 (𝑥)= lim
𝑛→+∞

𝑥

𝑛(𝑥2+1)
 = 0 

 Alors  ∀𝑥 ∈ ℝ, lim
𝑛→+∞

𝑓𝑛 (𝑥) = 𝑓(𝑥)= 0 

 La  convergence  uniforme : 

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖ = sup𝑥∈ℝ|𝑓𝑛(𝑥)| = sup𝑥∈ℝ
|𝑥|

𝑛(𝑥2+1)
,on a 𝑓′𝑛(𝑥) =

1−𝑥2

𝑛2(𝑥2+1)2
 et 𝑓𝑛 impaire 

 

‖𝑓𝑛‖ =  
1

2𝑛
→ 0⇒ 𝑓𝑛 ⇉ 0 𝑠𝑢𝑟 ℝ. 

2) 𝟎𝟏𝐩𝐭      ∫ 𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0
= ∫  

𝑥

𝑛(𝑥2+1)
𝑑𝑥

+∞

0
= [

1

2𝑛
𝑙𝑛(𝑥2 + 1)]

0

+∞

= +∞. 

∫    𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0
= ∫ 0 𝑑𝑥

+∞

0
= 0.. 

 𝑓𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 et 𝑓𝑛 ⇉ 0 𝑠𝑢𝑟 ℝ 𝑚𝑎𝑖𝑠  𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞ ∫ 𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0
 ≠  ∫  𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

+∞

0
 

car l’intervalle d’intégration n’est pas borné. 

II. 

1) 𝟎𝟐𝐩𝐭𝐬  ∀𝑥 ∈ ℝ  ∀𝑛 ≥ 1   𝑢𝑛(𝑥) = (−1)
𝑛𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑓𝑛(𝑥)). 

 ∀𝑛 ≥ 1  𝑢𝑛(0) = 0  alors ∑ 𝑢𝑛 (0) converge 𝑛≥1 . 

 𝑠𝑖   𝑥 > 0    𝑢𝑛(𝑥) = (−1)
𝑛𝑉𝑛  avec 𝑉𝑛 =  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑓𝑛(𝑥)) >

{

𝑉𝑛 > 0
(𝑉𝑛)𝑛

lim
𝑛→+∞

𝑉𝑛 = 0
𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 

Donc  ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1   est une série alternée convergente 

 𝑠𝑖 𝑥 < 0  ,  𝑢𝑛(𝑥) = −  𝑢𝑛(−𝑥) (impaire) on applique le critère d’Abel à∑ 𝑢𝑛(−𝑥)𝑛≥0  

𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   𝐷𝑐 = ℝ  

2)  02.5pts    i)  Convergence   Normale : 

‖𝑢𝑛‖ = sup𝑥∈ℝ|𝑢𝑛(𝑥)| = sup𝑥∈ℝ|𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑓𝑛(𝑥))| = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

2𝑛
~
1

2𝑛
 . ∑ ‖𝑢𝑛‖𝑛≥1   𝐷𝑉 alors 

∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1  ne converge pas normalement sur  𝐷𝑐. 

x               0                                         1                                  +∞ 
 

𝑓𝑛(𝑥)                                            
1

2𝑛
 

                 0                                                                             0         
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ii) Convergence uniforme :    ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1   est une série alternée convergente alors ‖𝑅𝑛‖ ≤

 ‖𝑉𝑛+1‖ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

2(𝑛+1)
→ 0 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1  converge uniformément sur ℝ  

iii) Convergence absolue : 

∀𝑥 ∈ ℝ∗ |𝑢𝑛(𝑥)|~
𝑐𝑥

𝑛
   avec 𝑐𝑥 =

|𝑥|

(𝑥2+1)
> 0 alors ∑ |𝑢𝑛(𝑥)|𝑛≥1  𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒  

Alors la série ne converge pas absolument   dans ℝ sauf pour x = 0                 

4) (01pt) Dérivabilité de S(x) : 
𝑖)𝑢𝑛(𝑥)   𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑒 𝐶

1 𝑠𝑢𝑟  ℝ,                                                                               

  𝑖𝑖)∃𝑥0 = 0:∑𝑢𝑛(𝑥0)

𝑛≥1

  𝐶𝑉                 .                                                                              

𝑖𝑖𝑖)𝑢𝑛
′ (𝑥) = (−1)𝑛𝑉𝑛(𝑥)  , ∀𝑥 ∈ ℝ  𝑉𝑛(𝑥) ≤

𝑛(1 + 𝑥2)

𝑛2(𝑥2 + 1)2
≤
1

𝑛
  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   ‖𝑉𝑛‖ → 0  

         

𝑉𝑛 =
𝑛(1 − 𝑥2)

𝑛2(𝑥2 + 1)2 + 𝑥2
= (1 − 𝑥2)

𝑛

𝑛2(𝑥2 + 1)2 + 𝑥2
  

, 𝑠𝑎 𝑑é𝑟𝑖𝑣é𝑒( 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑛)

 

 

 𝑉𝑛
′ = (𝑥2 − 1)

𝑛2(𝑥2+1)2−𝑥2

(𝑛2(𝑥2+1)2+𝑥2)2
𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒(𝑥2 − 1) 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑛 ≥ 1 

D’où  la suite (𝑉𝑛)𝑛≥1 est monotone. Alors d’après i-iii  ∑ 𝑢′𝑛(𝑥)𝑛≥1 𝐶𝑈  𝑠𝑢𝑟  ℝ 

On déduit que  la somme S(𝑥) de la série ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1   est dérivable et                                        

∀x ∈  ℝ    S′(𝑥) = ∑ (−1)𝑛  
𝑛(1−𝑥2)

𝑛2(𝑥2+1)2+𝑥2𝑛≥1 .   

4) (01pt) Etude de 𝐒′(𝒙) 

S′(𝑥) = (1 − 𝑥2)∑ (−1)𝑛  
𝑛

𝑛2(𝑥2+1)2+𝑥2𝑛≥1       𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛é𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒,son 

signe est le même de son premier terme ie 𝑐𝑒𝑙𝑢𝑖 𝑑𝑒 (𝑥2 − 1),ainsi : 

S′(𝑥) > 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 |𝑥| > 1 ⇒ 𝑆 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]−∞,−1[U]1, +∞[ 

S′(𝑥) < 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 |𝑥| < 1 ⇒ 𝑆 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]−1,1[. 

S′(±1) = 0, alors S admet un minimum au point x=1 et un maximum au point x=-1 

S(1) = ∑ (−1)𝑛𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

2𝑛𝑛≥1 < 0 𝑐𝑎𝑟 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 (−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

2
) 𝑒𝑠𝑡 𝑛é𝑔𝑎𝑡𝑖𝑓. 

5) (01pt) Les variations de  𝐒(𝒙)  

  S(𝑥) 𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ ( 𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢′𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ), 𝑜𝑛 déduit : 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ S(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑛≥1 =∑  𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑢𝑛(𝑥) =𝑛≥1 ∑ 0 = 𝑛≥1 0. 

Comme  𝑢𝑛(𝑥) 𝑒𝑠𝑡 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒  alors S(−𝑥) = −S(𝑥) alors S est impaire. 

 

 
x              0                                          1                                                  +∞ 

S′(𝑥)                      -                            0                 + 

                  0                                                                                                0 

S(𝑥)                                                     S(1) 


