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TD N°3 Espaces vectoriels

Exercice 1: Dans l’ensemble Z?2, on définit deux lois de composition interne,
T et x, par:

(a,0)T(a',0') = (a+d, b+ 1)
(a,b) * (a', V') = (ad',0).
1. Calculer (—1,2)T(4,-3); (4,2) x (—1,-3).

2. Montrer que, muni de ces deux lois, Z? a une structure d’anneau commutatif.
Est-ce un anneau unitaire?

Exercice 2: L’ensemble R? muni des deux opérations suivantes:
(zy)+ @ y)=(+y+Ly+y +1) et A(z,y) = Az, \y); A ER,

est-il un espace vectoriel sur le corps R?
Exercice 3:

1. Déterminer si les vecteurs v; = (2, —1,5), vy = (7, —8,2) et v3(3,—4, —6) sont
linéairement dépendants ou indépendants.

2. Qu’en est-il des vecteurs u; = (2, —1,5), us = (5,—6,7) et ug = (1, —4,-3)7

Exercice 4:(supp) Soit vy, vy et vz des vecteurs linéairement indépendants
dans un K —espace vectoriel E. Les éléments suivants sont-ils linéairement
indépendants? Linéairement dépendants?

1. U1, V2.
2. v1 + v9, vy + U3, et vy + V3.
3. v1 — Vg, U1 — U3 et vy — 3.

Exercice 5 Dans le R—espace vectoriel F des fonctions de R —{—1,1} dans R,
on considere les vecteurs définis par:

_2x—|—1 3 —2

f(z) poaE g(z) = T h(x) =

La famille {f, g, h} est-elle libre?
Exercice 6 Considérons les vecteurs de R* suivants:

1 0 1 2
1 1 0 1
U1 = 1 , U2 = 2 , U3 = -9 , Vg = 0
1 -1 3 —1



La famille {v1, vy, v3,v4} est-elle libre? Est-ce une base de R*?

Exercice 7
1. Soient F = {(z,z,2) e R?®/ x € R} et G = {(0,y,2) € R¥/ y,2 € R}.

e Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3.
e Préciser leurs bases et leurs dimensions.

e Montrer que F et H sont une somme directe de R3?
2. Soit H = {(z,y,2,t) ERY/w =2y — 2, t =2 +y+2}.

e Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R*. En donner une base
et la dimension.

e Trouver un supplémentaire de H dans R*.



