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Examen final

« L'usage de la calculatrice est strictement interdit »

Exercice 01 : (04 points) Soit le nombre complexe z = \/2 +3+ i\/Z —+/3, 0on pose w = z2.

1. Ecrire w sous sa forme algébrique, puis sous sa forme trigonométrique.
2. Déterminer la forme trigonométrique de z.

3. En déduire les valeurs de cos(l—nz) et sin(l—"2).

Exercice 02 : (06 points) On considere I'application f: R — R, définie par

f(x)=1+x2

1) Montrer que f est paire.
2) LUapplication f est-elle injective ? Justifier.
3) Résoudre I'équation f(x) = 2. L'application est-elle surjective ?
4) Montrer que fest décroissante sur[0, +oo[, puis trouver f([0, +oo]).
5) Soit I'application
g: [0+ - 10,1]
X = g(x) = f(x)

Montrer que g est bijective.

Exercice 03 : (04 points) Soit f la fonction définie sur R par :

[sinx|
FO) ={"7% six+0
1 six=0

1. Calculerlim,_q f(x).
2. Lafonction f est-elle continue en 0 ? est-elle dérivable en0 ? Justifier.

Exercice 04 : (06 points) Soient (U,,)nen €t (V) nen-deux suites numériques définies par
1 1 1 )
Un=1+z+---+£—lnn et Vann—E,V‘nEN

1)
a) Calculer Uy, Uy, V; et V5.
b) Pourn > 1, calculer (Up4+q — Up) et (Vypr — V)
2) Enoncer le théoréme des accroissements finis, puis montrer que
1 1
— < In(n+ 1) —In(n) <-,vnz 1.

3) En déduire que (U,,),en+ est décroissante, et que (V},),en* €st croissante.
4) Que peut-on dire des deux suites ? Déduire alors qu’elles convergent vers la méme limite.
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Exercice01:z =2 ++V/3+ivV2—-+3

1) w =z =2+\/§—(2—\/§)+2i\/(2+\/§)(2—\/§)
La forme algébrique
w=2V3+2i ( 01 pt)

| = J(2v3)" +22 = 4 (0.5 pt)

%5 = \/2_5 etsinf = % =Lce qui entraine que 6 = % + 2km (0.5pt)

Sion pose 8 = arg(w), cos 6 = >

D’ou la forme trigonométrique
a)—4(cosz+isinz) ( 0.25 pt)
= 6 6 e P

2) On déduit de la premiére question que |z|?> = 4 donc |z| = 2, ( 0.25 pt)
et que les argument possibles de z sont % (g + 2k7r) ,k €{0,1}.( 0.25 pt)

4 . .. T 13w . . 13w .
Doncz =2 (cosﬁ + i sin E) ouz=2 (cos? + isin ?) comme Re(z)et Im(z) sont positives,

alors

=2(cos=5+isin=5)  (0.5pt
z=2(cos— +isin ( 0.5pt)

3) Par identification :

T T
z=2(cos—+isin—):\/2+\/§+i 2—4/3

12 12
D’ou :
T 1
COSE=§ 2443
1 ( 0.75pt)
. n — _
k81n12_2 2 -3




Exercice 02 : On considere I'application f: R = R, définie par

f(x)=1+x2

1. Soitx ER, f(—x) = 1“% = f(x), donc f est une application paire. ( 01 pt)

x)
L'application n’est pas injective car elle est paire. ( 01 pt)
3. L’équation f(x) = 2 est équivalente a I’équation 2x? = —1, qui n’a aucune solution réelle(0.5 pt).

L'application f n’est pas surjective, puisque I'élément 2 n’a pas d’antécédent réel ( 0.5 pt).

4. L'application f est continue et dérivable sur Ret f'(x) = — (HZ%)Z (0.5 pt), ce qui prouve que f

est décroissante sur R( 0.5 pt) .
Par conséquence : f ([0, +oo[) = Jlimy_ ;o f(x), f(0)] =]0,1] ( 01 pt)

5. Lapplication g est définie sur [0, +oo[ et a valeurs dans f ([0, +o[), donc elle est surjective (0.5 pt).
En plus g est strictement décroissante sur [0, +co[ donc injective ( 0.5pt). Ce qui prouve que g est

une bijection.

Exercice 03 : Soit f la fonction définie sur R par :

[sinx|
f) ={">% six#0
1 six=0

1. Ona

sinx

limxio flx) = limxio =1( 01 pt)

sinx
limf(x) = liyl(—T) = —1(01 pt)

x—0 x—0
Donc la limite n’existe pas

2. Onalim,_, f(x) n’existe pas, ce qui signifie que la fonction n’est pas continueen 0 (01 pt).
F n’est pas dérivable en 0, puisqu’elle n’est pas continue en ce point, car toute fonction dérivable
est continue ce qui est équivalent a dire que toute fonction discontinue en un point ne peut étre

dérivable en ce point (01 pt).

Exercice 04 : Soient (Up,) nen+ €t (V) nen-deux suites numériques définies par
1 1 1 .
Un=1+z+---+£—lnn et Vann—E,V‘nEN

1)
a) U =1, U2=1+%—ln2=%—1n2 (0.5 pt)

Vi=U;—1=0, V,=U,—5=1-In2.(0.5pt)
b) (Un+1—Un)=1+%+---+%+ﬁ—ln(n+1)—(1+%+--~+%—lnn)

1
Upy1 —Up = i (In(n+ 1) —Inn),vn € N* (0.5 pt)




1 1
(Vn+1_Vn)=Un+1___Un+;

n+1

1
Voer1 =V, = — (In(n+1) —Inn),vn € N*(0.5 pt)

2) Théoreme des accroissements finis : Soit f: [a, b] = R une fonction continue sur [a, b] et dérivable

3)

4)

sur|a, b[. Il existe ¢ € |a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a) (01 pt)

On applique le théoréme des accroissements finis pour la fonction logarithme sur I'intervalle
[n,n + 1] avec n = 1. Puisque la fonction logarithme est continue sur [0, +oo[ et dérivable sur
10, +o[, donc en particulier elle est continue sur [n,n + 1] et dérivable sur

In,n + 1[ pour tout n = 1, ce qui entraine que :

1 1
dc € In,n + 1] tel queIn(n + 1)—1nn=z n+1-n) == (0.5pt)

1 11 .
Commec € |[n,n+ 1[ alors= € ]—,—[. D’ol :
C n+l n

ﬁ <In(n+1)—-Inn< % pour tout n = 1(0.5 pt).

D’apres la double inégalité démontrée dans la deuxieme question, on a:

1
——] <In(n+ 1) —Inn ouencore

- - >
11 (Inn+1)—-Inn)<0,vyn=>1

+1
Donc
Upry — U, = ﬁ— (In(n + 1) —lnn) < 0,vn > 1.
Ce qui prouve que la suite (U,),en+est décroissante ( 0.5 pt).
D’aprés la méme inégalité, on a
ln(n+1)—lnn<% c—a—d ln(n+1)—lnn—%<Opourtoutnz 1

Donc

1
Ve — VW === (In(n+1) —Inn) >0,vn € N*

Ce qui prouve que la suite (V;,),en+€st croissante (0.5 pt).
OnaV,—-U, = —% < 0 pour tout n = 1 ce quiimplique V,, < U, ,Vn >1
En plus lim,, ;0 Vy, — Uy, = limy 4 o0 (— %) = 0(0.25 pt)

Et (U,)nen-€st décroissante, (V;,)en+€st croissante (0.25 pt). D’ou les deux suites sont adjacentes
et donc convergent vers la méme limite ( 0.5 pt).




