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EXERCICE 1 : (6pts) On définit la Lol * sur R en posant: x*¥y =X + Yy -xy
1- (R*) est-il un groupe ?
2- Montrer gque (R — {1}, *) est wun groupe abélien isomorphe it (R*, X),
z-Pour x € R et n €N, caleuler xM=xxxx*_.*x (nfols).

1- Lalol * estinterne: pourtoutx, Y de IR x*g est dans IR 0.5

La Lot * est vistblement commutative : pour tout x, Y de IR x*y=y*x 0.5

La Lol * est associative : Solent x, Y et z des réels,

*y) *z = X + Yy -xy)*z =xt+ytz-xy-xz-yz+xyz et

xX*(Yy*z) = x*(y+z-yz) =x+y+z-xy-xz-yz+xyz.

Downe pour tous les x, Y etz oe IR ()(*5)*z=x* (5*2) 1

Elément neutre e: Solt x un réel , x*e=x équivaut x+e-ex=x, c'est-a-dire ¢ (1-
X) =0, DOone o & X=0 pu X=1, Mais pour x=1 on a 1*0=1+0-0=1, Donc ¢=0
est neutre pour *, 1

Elément symétrique : Soit x un réel et sym(x) son symétrique pour *, On a
x*sgm(x) =0 équivaut sym (x)=x/(x-1) si xestdifférent de 1. Done x=1
w'a pas de symétrique pour *, 0.5

En conclusion : (IR, *) w'est pas un groupe.

2- Dela question 1- on déduit que (IR-{1}, *) est un groupe abélien,
(L faut biew remarquer gque sym (x) =x/(x-1) est blen dans (R-{1}, 1

Solt f une application de (R — {1}, *) vers (R*, X). on remarque que
X*Y=x(1-x)+y équivaut & 1-x*y=(2-x) (1-y). 0.5 De cecl own constrult le
wmorphisime £ par : pour tout x dans IR-{1}, f(x) = 1-x. Cecl nous donne bien
fx*y) =1-(x*y) = 1-x) @-y) =fK)f Y. 0.5
fest bijectif : en effet pour tout Yy réel non nul, il existe un unique x dans IR-{1}
tel que Yy=1-x, soltx=1-y. 0.5

2~ 0K =F ) £0) .. f(x)  (nfols) pulsque fest un morphisme.
Pone  1-(xFx*L ) =(1 —x)", doux*x*. . *x=1-(1—-x)" 0.5
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EXERCICE 2 : (4pts) Soit P un polyndme unitaire du troisidme degré dans R|x]
qui vérifie : P(2) =P(0) =P’ (0) =0, Déterminer Lle veste de la division euclidienne
de (x —2)°" —x®" +1 par P(x). (P’ frant Le polyndme dérivé de P).

X=0 est solutlon double et x=2 est solution simple, Done P(x) =x%(x—2). 1
Soit L(x)= (x —2)>" —x®" + 1 ce qui limplique que

L'(x)=3n(x —2)3""1 — 2nx?n 1,

ona: LX)=PKx).K)X) + R(x) avec drR<z. 2(0.5)

Soit R(x)=ax? + bx + ¢ doi R’(x)=2ax+b. 2(0.5)

L(o)=R(0) équivaut (=2)" +1 =co.5

L'(0)=rR'(0) équivaut 3n(=2)*""1 +1 =b 0.5

L(R)=R(2) équivaut —2°" +1 = 4a +2b +¢,

dode  a=—4""1+ (Bn-1)(-2)3"2 o5

EXERCICE 3 : (4pts) Peut-on déterminer a et f dans R tels que le vecteur
w= (-2 a, B, 3) appartienne au sous espace vectoriel de R* engendré par

a= (1,-1, 1, 2) e b=(-1, 2, 3, 1)?

Méme questionpour: u= (a1, B, 1), a= (1,2, 3,4) et b=, -2, 3, -4),

Soit € uns.ev, de R* engendrépar a et b et solt w un flément de €, alors il
existe x, Yy deux réels tel que u=xa +yb. 1

1"M:("21 a, ﬂl 3),“2 (11"1/ 1, :2) ﬁt b:(-llzgl 1—)'

x—y=-2(1)
—x+2y=a (2)
onn x+3y= 8 (3)
2x+y =3 (4)

De (1) et (4) ondéduit: x=1/3 et y=7#/3 0.5
De (2) et (B) ondéduit: a=13/2 et B=22/3, 0.5



2-u=(a1, 1), a= (1,2 3,4) et b=, -2, 3, -4).
x+y=a (1)
2x—2y=1 (2)
3x+3y= [ (3)
4x —4y =1 (4)
De (2) et (4) on déduit que Le systlme est limpossible, 0.5
Done a et wexistentpas, 0.5

onn 0.5

EXERCICE 4 : (6pts) Soit f: R® — R? définie pour tout vecteur u=(x, y, z) de R®
par:  fw) = (-2x + ytzta; x-2y+z -a) ot A estuwn réel,

1- Déterminer apour que f soit une application Linéaire,

2- Déterminer le noyau de £ puis en donner La divmension.

3- Déterminer le sous espace vectoriel image par f de R puls en donner une base,

1- St fest une application linéaire alors £(0) =0, d'oi a=o.

Ow Vérifie aisément que st a=0 alors f est bien une application linéatre. 1
2- Ker(f)= {(x,y,z) de R® tel que f(xy,z)=(0,0)}, 1

Bone on A -2X+Y+z=0 et x-2y+z=0. 0.5

Posons x=t, onobtlent y+z=2t et-2y +z =-t. 05

Solt y=t et z=t,

pone Ker(f)={t(1,1,1) avectréel}. 0.5

{(1,1,1)} est une famille Libre et génératrice done une base oe Ker (f),

d'oi dim Ker (f) =1, 0,5

3- Dapres le théoreme du rang :

dime () =R3 - dim Ker(f) =2-1=2. 0.5

comme W (f) estun s.evde R? et comme dim () =2, alors (= R%1
Une base de ma (f) est done : {(1,0), (0,1)}. 0.5

FIN
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