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EXERCICEL : (10 pts)  Dans Lespace vectoriel R de base canonique B={ey, e;, €3}, on note :
u, = e, —2e,+e; u,= 2e;—e,—e;3 et uz; = e; +e, —2e;,
Constdérons H = vect (uq, Uy, U3),

1- Déterminer ensentble des véels a, b, ¢ tels que: auy + bu, + cuz =0,

2- Dédulre Le rang du systeme {uy, Uz, uzl.

3- Mowntrer quun vecteur (X, y, Z) éerit dans La base B, appartient & H si et

seulementst x+y+z=0.
4- péterminer H Nvect(e,).
5- A-t-on H +vect(eq) = R3? péduire.

[}

1

Solution :  1- au; +bu, +cus; =0 (E) avee:
u1=81—2€2+€3, u2=2€1—62—€3 et u3=6’1+€2—26’3.

Dol : ut (4, -2, 1), u2 (2, -1, -1) et u3 (1,1, -2).
a+2b+c=0 (E1)
Onvésous le systime, bquivalent & (€): —2a—b+c=0 (E2) o5pt
a—b—2c=0 (E3)
a+2b+c=0 (E1)

dote: {3b+3c=0 (E2+ 2E1) soit b=-c¢ etdone a=c¢ 2(0.25)pt
—3h—3c¢=0 (E3—E1)

En conclusion :  Vensemble cherché est {(c, -¢, ¢) = ¢ (1,1, 1); c réel} o.5pt
Remarque :  Own remarque done que Uy — Uy +ug =0 don {ut, u2, us}Lié, o.5pt

2- Levang du systeme {u1, u2, uz} estla dimension du sous espace engendré
par les vecteurs ul, u2 et uz, Puisque H= veet {ul, u2, uzs} alors:

rang {ut, u2, us}l =dim tH 0.5pt
On remargue atsément gue deux vecteurs guelconaues des = vecteurs ut, u2 et Uz ne
sont pas colinéaires c'est & dive dépendants, 0.5pt

Ewn conelusion : rang {(ut, u2, w3l =dimtH = 2, 0.5pt
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3- "=>"3St ulx Y z) est dans H = vect (u1, u2, u=) alors il existe des véels a, b
et ¢ telque: w=aut +bul +cus. 0.5pt Soit:
x=a+2b+c
y=-2a—b+c o5pt
z=a—b—2c
Dol : )<+5+z=0,
qui découle dela somme des 3 équations du systeme précédent. 0.5pt
"e=" St ulx Yy, z) un vecteur de R3 tel que x + ytz=o
Mowntrons que w est dans H,
on a (x Y z) = (x, Y, X —5) =x(1, 0, -1) + U(O’ 1,-1). 0.5pt  Ownrvemarque quele
veetewr u(x, Y z) est bien dawns le sous espace engendré par la fawmille Libre
{(x, 0,-1), (0,1, -1)}. Montrons que ce sous espace west autre que H. 0.5pt
Ewn effet; Hest le sous espace vectoriel dont une base est: {uz, u},
Or il existe a et b deux réels tel que ut = a1, o, -1) + b(o, 1, 1) : en effet

1=a

—-2=0b 0.5pt
l1=—-a-b»b

Méwne chose : 1L existe a et b deux réels tel que u2 = a1, 0, -1) + b(o, 1, -1) : en effet

2=a
{ —-1=5»b 0.5pt

—1=-a-b
Done o remarque bien que Le systeme {(1, 0, -1), (0, 1, -1)} est une autre base de H,
0.5pt

Dot Vimeplication et done L'équivalence,

4- Vect(e1) est le sous espace engendré par eL, Pone tout vecteur u(x, Y, z) de veet(e1),
sberit: u=ce1=c(1,0, 0) avec ¢ véel,

St uest it la fois dawns + et dans vect(e1), done dans lewr intersection, alors,
u=c(, 00 =a(, o0 -1) +b(o, 1, -1), o05pt dol:

c=a 0=a

{ 0=>»b & {O =b Ponc lintersection se rédult au singleton {0}, 0.5pt
0=-a->b 0=c

5 H+ veet(er) est un ensemble tnclus dans R3 puisque La somume d'un veeteur dle

H et ol'un veeteur de Veck(e1) est un veeteur &t 3 composantes,  0.5pt

(nversement, sott w(x, Y, z) dans R3, Existe-il v dans H et w dans Vect(e1) / u=v+w 22

Ewnéorivant v=a(1,0,-1) +b(0,1,-1) et w=c¢(L,00), 0.5t onaura u=vtw,

x=a+c x=a+c a=—z—-Yy
{ y=bh o [ y=bh o { b=y 0.5pt . Dol H + Veet(er) = R3.
7= —a—>b 7= —a—>b C:X+y+Z



EXERCICER : (epolnts) Soit f une application Linéaire de R* vers R? tel que
f(e;)=eq + e, et dim ker(f) =1,

1- Déterminer f(ez) en fonction d'un parametre a de R

2- Déterminer Limage d'un vecteur (x, Yy) en fonction de a.

3- Déterminer une base de Ker (f).

Solution :

1- (2pts) f estune application linéalre. Daprés le théortme du rang :
dime () = dime R? - dim ker() = 2 -1 =1, Done m(f) est engendrée par un
seul vecteur qui formera La base oe tm (f).
own sait que {f(e1) , £(e2)} engendre m(f). Or dim . (f) = 1, donc Le systeme
{flex) , f(e2)} est lié, Alors il existe un réel a non nul tel que f(e2) = a f(ex).

2- (2pts) Limage d'un vecteur (x, 5) par f est un vecteur oe m(f), done il s’éeriva en
fonction du vecteur de La base de i (f), qul est constituée d'un seul veeteur,
puisque dim i (f) = 1. Prenons {f(e1)} une base de tm(f), done tout vecteur
tmage de (x, y) sera de la forme : af(er) = a (e1 +e2) = a (1, 1) ol a est réel.

2- (2pts) On a trouvé que £(e2) = a f(e1) et comme f est Linéaire alors
f(e2 - ael) =0 donc e2 - aet est dans ker(f). L est now nul, done {e2 -aet} est une
base de ker () qui bien une droite vectorielle engendrée par e2-aet = (-a,1).

EXERCICES : (4 'polm,ts) Dans Lespace vectoriel R3, on appelle plan tout sous espace
vectoriel de dimension 2,
1

¢

Solt Hun plan de R3, et w un vecteur non nul de R3 quil wappartient pas & H,
Montrer que H D veet(w) = R3,

Solent HL et H2 deux plans distincts de R3,

Montrer que H1L + H2 = R3,

Caleuler dim (HL N HR),

Ruel vésultat de la géowmétrie classique (de la clase de terminal) retrouve-t-on ?
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Solution : 1- (1pt) Soit v un vecteur qui est ala fols dans t et dans veet(u), done
dans leur intersection, Alors v s’éoriva forcément sous La forme : v = a u ot a est réel,
Commme H est un sous espace vectoriel, alors en prenant a won nul, (1/a)v appartient a
H. Or (1/a)v = uw wals le vecteur u wappartlent pas & H par hgpo‘chése, done a dott etre
nul. ce qui donwne v = 0,

Maintenant u étant non nul alors dim veet(w) =1,

on adim H + dim veet(w) =2 + 1=3= dim R3,

Dok : H @D veet(w) = R3.



2- (1pt) HL et H2 sont distincts clest-a-dive ne sont pas confondus, Ils ne peuvent pas
Etre paralleles pulsquils sont deux sous espaces vectoriels et lewr bintersection ne peut pas
Etre vide. Bn effet, ils contlennent au wmoins Le vecteur nul comme vecteur commmn.

Ces deux sous espaces sont done séeants,

St on prend un vecteur w dans H1L wais pas dans H2, alors selon La question

précédente on a H2 @ vect(w) = R?. Comme Veck(w) est contenu dans H1, a Lors
forcément H2 + Vect(w) est contenu dans H2 + H1.

Done R3 est tnelus dans H2 + HL,

H2 + HL est bvidemment tnelus dans R? d'oi L'égalité,

3-(1pt) Own sait que dim (HL + H2) = dim H1 + dim H2 - dim (H2 N H2).
pone dim R3 = dive HL + dim H2 - dim (H2 N HR),
dod dim (HLN HR)= R+2)-3=4-3=1,

4-(1pt) Own retrouve un résultat classique de la géométrie dans L'espace vue en classe de
terminale et qui dit que Lintersection de deux plans distincts est une droite (dim=1).

FIN



