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EXERCICE 1 (& Pts) Soit B un polyndme du troisizme degré dans R[x] dont Le coefficient
dominant vaut 2, et, qui vérifie : (1) =p(0) =p'(0) =0, Péduire avee justification >(x)
puls déterminer Le reste de La division euclidienne de (x — 1)3" — x*" + 1 par D(—x).

On remarque que O est solution double de >(x) =0 0.5

et que -1 est solution sbuple de > (x) =0, 0.5

et puisque 2 est Le coefficient dominant du polyndme B de degré 3, alors on déduit que :
D@ =2x2(x+1), 0.5

D(—x)=2x*(—x+1), o5
Les solutions de D (-x) =0 sont done 0 et 1.
Rewmaraue : 1L afallu (je pense) préciser dans Lénonct que w est non nul 11
Posons:P(x) = (x — 1)3" —x2" + 1, dox P'(x) = 3n(x —1)3""1 —2nx?""1, (2*0.5)
solt Q(x) et R(x) le quotient et le reste de la division de P(x) par D(-x),

ona: P(x) = D(—x)Q(x) + R(x) avec d°R <3, (2*0.5)
Own pose : R(x)=ax*+bx+c, doi R (x)=2ax+b. (2*0.5)

ona: PO =r(©), PO)=R'(0) e P =r@@),

Soit:  (—1)3" +1 = (-D" +1 =, 0.5
3n(-1)3»1 = —3n-D" =b 0.5
et O0O=a+b+c
sott -b—c = 3n(-1)"-(-1)"-1 =a 0.5

Ewn conclusion : R(x) = B3n(—-1)" — (—D)"-1)x?* - 3n(-D*x+ (D" +1 o5

EXERCICE 2: (4 Pts) Trouver les polyndmes P de R[x] tel que (x? + DP(x) = P(x?).

Sott P un polyndme d'ordre .,
ona: P(x)=a,x"+ Q(x)avec a, # 0 et de<n 0.5 +0.5
dosw  P(x?) = a,x®" + Q(x?). 0.5



(x%2 + 1)P(x) = P(x?) wnous donne done:
a,x"? — a,x*" + a,x" + Q(x)(x2 +1) — Q(x?) = 0. () 0.5
Ledegré de apx™? — a,x®" + a,x™ + Q(x)(x* + 1) — Q(x?) est soit 2un, soft n+2,
an< nt2 sst n<2

- St wn=o0 alors lepolyndme constant now nul westpas solution de 0.5
(x?2 + 1)P(x) = P(x?).

- Stwnw=1 alors P=ax+ b et (E) devient:
ax® —ax* + ax + bx® = 0, spit a = b =0 et donc Le polyndme nul est seul solution de
(x?2 + 1)P(x) = P(x?). 0.5

- SL n=2 Ownsecontentera que de n=2 seulement puisque (x* + 1)P(x) et
P(x?) auront méme degré 4. Pour n>2 on obtlendra les méwmes solutions gue pour n=2,
Dans ce cas on pose :
P(x) = ax* + bx + ¢, (a non nul) d'oie P(x?) = ax* + bx? + c. 0.5
(€) nous donne done : bx3 + (c+a—b)x* + b =0. ondéduit que b =0 et ¢ = —a.
D'oit Les polyndmes P solutions ole (x2 +1)P(x) = P(x?) sont P(x) = a(x* —1), 0.5
avee a réel mon nul (st a =0 on retombe sur les potgwﬁmes nuls),

EXERCICE 3 (10 Pts) Soit (€, T) un groupe et soit k un élément de €.
On définit dans le mbme ensemble € une autre Lol * par : pour x, Yde €, x * Yy=x TR T Y
1- Montrer que (€, *) est un groupe, (Notez par sym (x) le symétrique de x dans (€, *)).
2- Soit L un sous groupe de (€,T) et K={s(k) T x/ x élément de L}, [s(R) est Le
symétrique de k dans (E,T)]. Montrer que K est un sous groupe de (€,%).
3- On définit une application f de (€,T) dans (E*) par : f(x)=x T s(k).

a- Mowkrer gue T est un morphisme de groupes,

b- Déterminer le noyaw de f,

c- Déterminer Limage de 1.

d- fest-il un isomorphisme ? justifier,
Déterminer £(s(sym(R))) sans passer divectement par L'expression de f,
A-t-on (L) = K 2 Justifier.
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1- (E.%) un groupe.

- *estune lol interne : en effet; T est interne done )(*5 =XTkT Y est dans €, 0.5

- *est assoclative : en effet; solent x, Yy etz dans €,
()(*5)*2 = ()(Tka‘ty)TkaTz = )(TK:T(@‘HQTZ) = x* (5*2) (T associative) 0.5

- * admet un élément neutre e en effet, soit x dans €
A drolte : x*e=x ssl xTRTe = x ssi s(X)TxTRTe=s(x)Tx ssi eeTRTe=¢ee

sst e=s(R) 0.5

A gauche : efx = s(R)TRTx = eeTx = x  (ee newtre pour T) 0.5

- Chaque élément x de € admet un symétrique sym(x) dans B:en effet, soit x dans &
A drotte : x*sym(x)=e sst xTkTsym (x)=e ssi s()TxTRTsywm (x) =s(x)Te ssi
RTsym (x) = s(x)Ts(kR) ssi s(R)TRT sym(x) = s(R) Ts(X)Ts(R) ssi

sym(x) =s(k) Ts()Ts(R). 0.5

A gauche: sym (x)*x= s(R) T s(x)Ts(R)TRTX = s(k)Ts(x)TeeTx
=s(R)Ts(x)Tx=s(R)=¢ 0.5

2- Solt L un sous groupe de (€,T) et K={s(R) T x / x élément de L},
K est un sous groupe de (€,%)
- Kestwnonvide: eneffet: ee estdans L done s(R)Tee = s(k) =¢ est dans K. 0.5
- Solent x, Y dans K. Montrons que x*sym(y) est dans K
X, Yy dans K Lmplique qu'il existe x1, y1 dans L tel que x=s(R)TxL ¢t Y = s(R)TYL..
X*sym(y) = x TRTsym(Yy) = xTRTs (R)Ts (Y) Ts (k)
= s(R)Tx1TRTs (R) Ts (s (R)TYL) T (R)

= s(R)Tx1Ts (Y1) TRTS (R)
= s(R)Tx1Ts (Y1), 0.5
Or L est un sous groupe de (€,T) done x1Ts (51) est dawns L, 0.5

Done )(*sgm(g) est dans K

3- Soitfoe (1) dans (E*) tel que f(x)=xTs(R).
a- Mownkrons gue f est un wmorphisme de groupes.

TR (Y =fOTRTE(Y) =xTsR) TR TY Ts(k)=xTYy Ts(k) = f(xTY). 0.5
b- KRer(f)= {x dans € (départ) tel que f(x) = e}, 0.5
f(x)=¢ ssi xTs(R) =e ssl xTe=e¢ ssi x=e odonec Ker(f)={ee}. 0.5

o~ m(f)={y dans & (arrivée) tel que y=f(x) ; x dans €} 0.5



Yy=f) ssi y=xTs(R) ssi x =Yy Tk Donc pour tout Yy dans € (arrivée), il existe x
dans & (départ) qui vérifle x =y Tk done  Im(f)=€ 0.5

o- De b) on déduit que f est injectif et de c) on déduit que f est surjectif. 0.5+0.5
f est done un Lsomorphisme,

e- Déterminons f(s(sym(k))).

Puisque f est un morphisme alors f(s(sym(kR))) =sym (f(sym (k))) 0.5
= sym.(sym (k) T s(R))
= sym(s(k) Ts(R) Ts(k) Ts(k))
=sym (eTeTeTe) 0.5

f- Atonf(L) =K?
Soit x dans L, alors f(x) = x T s(k).
Or les éléments de K sont de la forme s(R) T x. 0.5
SLT est commutative alors (L) = K (la double tnclusion), stnon on wa pas égalité, 0.5



