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EXERCICE 1 : Solent A, B et C trols parties d'un ensemble €.
1- Montrerquest (AUB) C (AUC) et (ANB) € (ANC) alors BCC.
2- Montrer que (AUB) NC # AU (B NC). Pans quels cas a-t-on égalité ?

& polnts
1- Soltx EB, 0,5
XEAUB = XEAUC 05
St x €EC alovrs BCC 0.5
Sl x EA alovrs XEANEB = XEANC=X EC, 0.5
alors B C C

2- Montrons qu'il existe A, B et C telle que Végalité
(AUB)NC = AU (BNC) est fausse.
Choisissoms A={0}, B={0,1} et c={1} 0.5
onadone: (AUB)NC = {1} 0.5
et AU ®BNC) ={0, 1} 0.5
dow {1} # {0,1} 0.5

cas d'égalité :
Onsattque AU (BNC)=(AUB)N (AUC) 0.5

St c=AUC alors (AUB)NC = AU(BNC)O.5
St c=AUC alors ACC 05 ou A=C 05 (lya
aussi les cas : A=0 et C=E). On ne les note pas tous, Own se
contente de deux d’entre eux,



EXERCICE2: Soit lapplication € de R dans Z qui b tout réel x assocle sa par‘cie
entitre E(x). E est-elle injective ? surjective ? bijective ? justifier.

3 polnts
njection :  celul (celle) qui donne La définition de € injective 0.5

E est non injective :
eE(o1)=€(0.2)=0 0.5
mats 0.1 0.2 0.5
Surjection : celul (celle) qui donne La définition de € surjective 0.5
E est surjective :
Solt w € Z alors il existe au molns x=wn tel que E(X)=n 0.5
Bijection : € est done non bijective 0.5

EXERCICE 3: Own veut partager Lensemble N en trols parties A, B et C unigues tels que
ANB=ANC=BNC=0 et AUBUC =N, etcecl en définissant une relation R
sur Npar: pourtout x, y dans N, xRy sietseulement st (2x+y)/z est dans N,
1- Vérifler que R est une relation d’équivalence,
2- Trouver A, B et C slonsuppose quona:0€ A, 1ER ¢t 2€C,

5.5 Polnts
1) a) R véflexive: Soitx €N, (2x +x)/3=x€EN doncxRxo0.5
b) R_sywmétrique: Solent x, y €N tel que xRy
c.o.0, 3k € Ntel que 2x+Yy=3k 0.5
(25 + x) + (x + 3) = 3(”("'5) =3k1 avee R1 =x+y€ENo.5
(Y +x) =3kt -3k =3 (k1-R) =3k2, avec R EN, 0.5
Do Y R x,




c) R transitive : Solent x, Yy et z dans N tel que :
xRy cad ITRENtdque 2xty=3k 0.5
et YRz ochd IkieNtelque 2yt+z=3zk1 0.5
(2x + 5) + (:25 + z)= 2x+ 3y +z =3k + k1) 0.5
D'om 2x+z=2k2 avee R2 EN, 0.5
sott x R z.

2)
A= cl(o) = {5 dans N/ o R 5} = {5 = z=k, kdans N} 0.5

Eneffet: 200) +y =3k & y=3k
ou A=cl(0)={y dans N/ y R o}={y = 2p, pdans N }
En effet dans cecas: Y=(3/2)k avee k=2p
B=cl(1) = {5 dans N / 1915} = {5 = 3k+1, kdans N } 0.5

Eneffet: 20ty =3k Yy=3k-2 Yy =3((k1) +1
ouB=cl(1)=)={y dans N/ yR1}={y = zp+1, pdans N}
En effet : y=(3k-1)/2=(3(kR-1)+2)/2 avec kR = 2p+1
c=cl@) ={ydans N/ 2R y} = {y = 3k+2, kdans N} 0.5

Eneffet: 2Rty =3k Yy =3k-4 =Yy =3(KkR2) +2
ou c=cl(2)=)={ydans N/ yR2}={y =3p+2, pdans N}
En effet : Y= (3R-2)/2=(3(k-2) +4)/2 avec k = 2p+2

EXERCICE 4 : Own définit sur N une relation R par :
pour tout x, Y dans N, xR Yy siet seulement si, il existe p, qde N* tel que y=px1,
1- Vérifier que R est une velation d'orolre,
2- Peut-on classer par ovdre crolssant (ou décroissant) tous les éléments de N ?
Justifier,
3- Soit A une partie de N wajorée par 10. Trouvez deux autres majorants de A,

5.5 Polints

1) a) R véflexive: sip=q=1 alors x =x doic: xRx 0.5
b) R _antisymbtrique: Supposons que pour certains p, o, p’,
dans N* ona: y=px? et x=py? o5
12 Méthode (classigue) : ona x=p'y?" = ppT'x1?. cecl nous
condult & résoudre le systime: pp?' =1 et qq'=1. Commep, p,
q et g’ sont des entiers naturels alors p=p'=q=q’ = 1.

DouXx=y. 0.5




e Méthode (Evidente) : Chacune des deux équations y =px1
et x=p' Y1 wnepeut btre que y=x, d'ol : p=p'=q=¢q =1,
En effet (observation géométrique) : Ewn fixant p et q dans la
previere équation Yy=px, on remarque quil Yy a une infinité de
points (x, Yy) qui vérifient cette équation. Ces points
appartiennent i La courbe représentative du polynbme y=px? (je
garde Les mbmes notations x et Yy dans Véquation du polynbdme
et qui sont dans R puisquil ny a aucune ambiguité i Le faire),
e fais ta wméme chose pour Léquation x=p'y " en fixant p’ et q'.
Dans ce cas le systtme y=px? et x=p'y? représente
Uintersection de deux courbes dans Le plan réel positif (xoy) et
(Yox) (o étant L'origine du plan). Cette intersection des deux
courbes ne peut me donner La drolte Yy=x que si ces deux courbes
sont confondues avee La droite Yy=x, Done pour quelles valeurs
dep, p, qetq at-on (Y=px? et x=p'y?)=> (x=y)?La
réponse, toute simple, sans aucun caleul est : pour
p=p'=q=q'=tona (Yy=px? et x=py?)=> Kk=y). (A
généraliser).
c) R _transitive : Supposons que pour certains p, g, p’, 9’
dans N* ona: y=px? e z=py? o5
cect wous donwne: z=p' p? x1" =p"x1", 0.5
avee p'=p'p? et q’'=9q. Dou xRz
2) Il wexistepas p, g dans N* telque 2 =937 0.5

(L wexiste pas p, g dans N* tel que 2 =929 0.5

Done 2 nonR 3 et znonR2 05

C'ordre west pas total, (L est partiel, 0.5

2) A wajorée par 10,
Sip=2 et q=1 alors 2(10)'=20 & 10R20, 05
Sip=1 et q=2 alors 1(10)*=100 = 10R100. 0.5

Dot 20 et 100 sownt deux autres majomwts de A,



