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Exercice 1(8pts):  Soit  ���, ��	 la solution du problème suivant : 

���				 �

 − ��� = 0; 																� ∈ ℝ,			� > 0,���, 0		� = ����, �
��, 0		� = ℎ���; 		� ∈ ℝ,� 
où � ∈ ���ℝ� et ℎ ∈ ���ℝ�. 
1.  a. En posant 	� = � − �  et  � = � + �,  montrer que l’équation du problème ��� est 

équivalente  à l’équation   ��� = 0  où  ���  désigne  
�� ����. 

    b.  Résoudre l’équation  ��� = 0 et établir la formule de d’Alembert, 

���, �� = 12 #��� − �� + ��� + ��$ + 12% ℎ�&��'

�(
 )&, � ∈ ℝ,			� ≥ 0. 

2.  On suppose que les fonctions g et h sont à support  compact. 

On définit l’énergie cinétique et l’énergie potentielle par,  

,��� = 12% �
�'-
(- ��, �	�)�,									.��� = 12% ���'-

(- ��, �	�)�. 
a. Montrer que la somme  , + .  est constante sur  ℝ'. 
b. Montrer qu’il existe / > 0 tel que,   ,��� = .���					∀� > /. 

Exercice 2(8pts): On considère le problème suivant : 

�ℋ� 2 �
 = ���; 0 < � < 1,��0, �� = 1, ��1, �� = 0; 			� ≥ 0,���, 0� = 0; 0 ≤ � ≤ 1. � 
1. Déterminer une fonction �5���   indépendante de t solution de �ℋ�. 
2. On pose 				6��, �� = ���, �� − �5���. 

Montrer que  6��, �� est alors solution du problème auxiliaire suivant : 

�ℋ5� 2 6
 = 6��; 0 < � < 1,6�0, �� = 0, 6�1, �� = 0; 			� ≥ 0,6��, 0� = � − 1; 0 ≤ � ≤ 1. � 
3. Résoudre le problème �ℋ5� et en déduire ���, �� solution de �ℋ�. 

Exercice 3(4pts): Soit 	� une fonction régulière solution de l’équation de la chaleur, �
 − ∆� = 0	 dans 	ℝ8	 × :0, +∞<. 
1. Montrer que,   �=��, �� = ��>�, >��	�  est aussi solution de l’équation de la chaleur 

pour tout > ∈ ℝ. 
2. En utilisant ce qui précède, montrer que  6��, �� = �. ∇���, �� + 2��
��, �	�  

résout  également l’équation de la chaleur. 

 

Bon Courage 
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Corrigé 

Exercice 1(8pts):    ���, ��	  est la solution du problème suivant : 

���				 �

 − ��� = 0; 																� ∈ ℝ,			� > 0,���, 0		� = ����, �
��, 0		� = ℎ���; 		� ∈ ℝ,� 
où � ∈ ���ℝ� et ℎ ∈ ���ℝ�. 

1. a.    �@	ABC� En notant 			□� = E ���
� − �����F�,    l’équation s’écrit 	□� = 0. 
On factorise l’opérateur de d’Alembert □ comme suit 

		� = G HH� − HH�I G HH� + HH�I �. 
Posons  � = � − �  et  � = � + �,  alors   HH� = H�H� HH� + H�H� HH� = − HH� + HH�,									 HH� = H�H� HH� + H�H� HH� = HH� + HH�	 
d’où 

G HH� − HH�I G HH� + HH�I = G−2 HH�I G2	 HH�I = −4 H�H�H� 

et 			□� = 0 ⟹ �� ���� = 0. 

            Remarque : Autre manière de faire, voir votre cours. 

b.  �@	ABC�	Résolvons l’équation 
�� ���� = 0: 

H��H�H� = 0 ⟹ H�H� = M��� ⟹ � = N��� + O���. 
       Ici M��� est une constante par rapport à r dépendant de s et 	N��� est une primitive de 								M��� et enfin O���	est la constante d’intégration (par rapport à s) dépendent de r. 

           Ainsi 		���, �� = N�� + �� + O�� − ��. 
→		On a  ���, 0		� = ����  d’où 			N��� + O��� = ����,						�1� 
et       �
��, 0		� = ℎ��� 	⟹ 			N	′��� −	OR��� = ℎ���,									�2� 
 

par intégration entre 	�5		et  � des deux membres de la deuxième équation, on 

trouve 

N��� − O��� = % ℎ�&��
	�S & + T,						#T = T�	�5�$. 
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De �1� et cette dernière équation  on aboutit à 

UVW
VXN��� = 12���� + 12% ℎ�&�)& + T2

�
	�S

O��� = 12���� − 12% ℎ�&�)& − T2 .
�
	�S

� 

Finalement, en remplaçant dans l’expression de  ���, �� on trouve 

�@	ABC�		���, �� = 12 #��� − �� + ��� + ��$ + 12% ℎ�&��'

�(
 )&, �� ∈ ℝ,			� ≥ 0�. 

 

2.  Les fonctions g et h sont  supposées à support  compact. 

On pose 

,��� = 12% �
�'-
(- ��, �	�)�,									.��� = 12% ���'-

(- ��, �	�)�. 
a. �Y, Z	AB� Montrons que la somme  , + .  est constante sur  ℝ'. 

Il suffit de vérifier que  �, + .�	R��� = 0,			∀� ∈ ℝ'. 
On a  

,	R��� = % �
��, �	��

��, �	�'-
(- )�,			M[�		 H�
�H� = 2�
 	�

 , 

.′��� = % �
���, �	�����, �	�'-
(- )�,			M[�		 H���H� = 2��	�
�. 

Une intégration par parties nous donne 

.′��� = % H��H�H� . H�H�
'-
(- )� = \H�H� . H�H�	]�^(-

�^'- −% �
���)� = −% �
���)�,'-
(-

'-
(-  

Car d’après la formule de d’Alembert, 
� �
 	_�	 � ��  se laissent s’exprimer en fonction de g’ et h 

qui sont à support compact donc s’annulent à l’infini. 

Maintenant  

,	R��� +	.R��� = 	% ��
�

 − �
����)� = % ��

 − �����
)� = 0'-
(-

'-
(- , 

car  �

 − ��� = 0.  Ceci prouve que la fonction , + .  est constante sur  ℝ'. 
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b. �Y, Z	AB�	Montrons qu’il existe / > 0 tel que,   ,��� = .���					∀� > /. 
Ecrivons la différence 	,��� − .��� en utilisant la formule de d’Alembert : 

,��� − .��� = 18% �<�R�� + �� − �R�� − �� + ℎ�� + �� + ℎ�� − ��:�'-
(-− <�R�� + �� + �R�� − �� + ℎ�� + �� − ℎ�� − ��:��)�. 

Les fonctions g,  g’ et h sont à support compact, donc ; 

∃b > 0, ∀&, |&| > b ⟹ 		��&� = �R�&� = ℎ�&� = 0, 
et par suite  pour  � > / ≫ b, on obtient  ,��� − .��� = 0, ainsi k et p s’égalisent pour t 

assez grand. 

Exercice 2(8pts): Soit le problème : 

�ℋ� 2 �
 = ���; 0 < � < 1,��0, �� = 1, ��1, �� = 0; 			� ≥ 0,���, 0� = 0; 0 ≤ � ≤ 1. � 
1. �@	ABC�Déterminons une fonction �5���   indépendante de t solution de �ℋ�. �5 étant indépendante de t, donc ��5�
 = 0.  En portant dans l’équation on 

trouve ; ��5��� = �5RR = 0,  d’où   �5��� = [� + e. 
 Cette solution doit satisfaire les conditions au bord : �5�0� = 1, �5�1� = 0.	 

                   On trouve      �5��� = 1 − �. 
2. �@	ABC�		6��, �� = ���, �� − �5���. 

Montrons que  6��, �� est solution du problème �ℋ5�: 
�ℋ5� 2 6
 = 6��; 0 < � < 1,6�0, �� = 0, 6�1, �� = 0; 			� ≥ 0,6��, 0� = � − 1; 0 ≤ � ≤ 1. � 

On a:   6
 = �
 − ��5�
 = �
 = ��� = ��� − ��5��� ,    car  ��5��� = 0 

d’où  6
 = 6��    pour  0 < � < 1. 6�0, �� = ��0, �� − �5�0� = 1 − 1 = 0,     6�1, �� = ��1, �� − �5�1� = 0 − 0 = 0, 6��, 0� = ���, 0� − �5��� = 0 − �1 − �� = � − 1. 
Ainsi 	6��, �� est solution de �ℋ5�. 
3. �f	ABC�	Résolvons �ℋ5�.  

Par la méthode de séparation des variables, posons  6��, �� = g���/���. 
En  portant dans l’équation, on obtient 

g/R = gRR/			)Rhù				 g′′g = /′/  

Les variables x et t sont indépendantes on écrit alors  g′′g = > = /′/ ,					>	M��_	�é_kk_. 
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  D’où    gRR − >g = 0,							_�									/R − >/ = 0. 
Résolvons l’équation en  �:  Si > ≥ 0,  on obtient la solution triviale. 

Pour > < 0 , disons > = −l�,			�l ∈ ℝ∗�, alors 	g��� = b cos l� + q sinl�. 
On a   g�0� = 0  d’où 	b = 0,    et 	g�1� = 0  implique  q = 0	h� 	sin l = 0. 
Nous cherchons les solutions non triviales écartons alors l’éventualité q = 0. 

	sin l = 0 ⟹ l = tu, t ∈ ℕ∗. 
 On a une famille de solutions:  g8��� = q8 sin�tu��. 
Résolvons l’équation en  t, pour > = −l� = −t�u�. 

Un simple calcul donne  la famille de solutions suivante :  /8��� = w8_(8�x�
. 
Une famille de solutions de l’équation de départ est : 

68��, �� = g8���/8��� = �8_(8�x�
 sin�tu��,								�hù		�8 = q8w8� 
Par le principe de superposition on obtient la solution de �ℋ5�: 

6��, �� = y�8_(8�x�
 sin�tu��,'-
8^�

 

de la condition initiale on a 	
6��, 0� = y�8 sin�tu�� = � − 1,'-

8^�
 

et par suite 

�8 = 2% �� − 1��
5 sin�tu��)� = − 2tu ,					t ∈ ℕ∗. 

Finalement  

6��, �� = −y 2tu _(8�x�
 sin�tu��,
'-
8^�

 

 

et  

 

 �Y	AB�		���, �� = �5��� + 6��, �� = 1 − � − ∑ �8x _(8�x�
 sin�tu��.		'-8^�  
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Exercice 3(4pts): 	� étant une fonction régulière solution de l’équation de la chaleur, �
 − ∆� = 0	 dans 	ℝ8	 × :0, +∞<. 
1. �@	ABC�		Montrons que,   �=��, �� = ��>�, >��	�  est  solution de l’équation de la 

chaleur pour tout > ∈ ℝ. 
On a     ��=�
��, �� = >��
�>�, >��	�   
et 		��=��{��, �� = >��{�>�, >��	�   d’où    ��=��{�{��, �� = >���{�{�>�, >��	� 
ainsi 

∆�=��, �� =y��=��{�{��, ��
8
|^�

=y>���{�{�>�, >��	� =
8
|^�

>�∆��>�, >��	� 
            et par suite ��=�
��, �� − ∆�=��, �� = >��
�>�, >��	� − >�∆��>�, >��	� = >���
 − ∆�� = 0. 

Donc   �= est  solution de l’équation de la chaleur pour tout > ∈ ℝ. 
 

2. �@	ABC� Montrons maintenant  que  6��, �� = �. ∇���, �� + 2��
��, �	�  
résout  également l’équation de la chaleur. 

La fonction u étant régulière, il en est de même pour  �=, elle régulière par rapport à 

ses trois arguments, �, �  et >. 
             Dérivons 	�= par rapport à > , nous obtenons H	H> �=��, �� = H	H> ��>�, >��	� = �. ∇��>�, >��� + 2>��
�>�, >��	�, 
        en prenant  > = 1, nous obtenons 	6��, ��,  c.-à-d.      6��, �� = ��	�= �=��, ��}=^�. 
        Nous avons déjà montré que   

H	H� �= − ∆�= = 0. 
      Dérivons les deux membre par rapport à > , alors 

H�	H>H� �= − H	H> ∆�= = 0, 
    la fonction	�= est régulière, donc ses dérivées partielles mixtes sont égales et  nous     

pouvons échanger l’ordre des dérivées et par suite 

H	H� GH	H> �=I − ∆ GH	H> �=I = 0, 
 et  

�	�= �= résout l’équation de la chaleur, et en particulier pour > = 1 qui correspond à 		6��, ��. 


