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Exercice 1 :(10 points)
On considère F = C1([0, 1]) muni de la norme :

‖f‖∞ = sup
t∈[0,1]

|f(t)|.

Pour α ∈ [0, 1], on définit

δα :F → R
f 7→< δα, f >= f(α).

1). Montrer que δα est une forme linéaire continue sur F ?
2). Calculer ‖δα‖F ′ ?
3). Déduire que l’ensemble {f ∈ C1([0, 1]) : f(0) = 0} est fermé dans F ?
4). Soit {αn}n∈N une suite dans [0, 1]. On définit formellement dans F ′ la

série :

T =
∞∑
n=0

1
2n δαn .

Montrer que T ∈ F ′ ? Calculer ‖T‖F ′ ?
Exercice 2 :(10 points)
On considère E = C([0, 1]) muni de la norme ‖ · ‖∞. On définit

F = {f ∈ C1([0, 1]) : f(0) = 0}.

On muni F de la norme ‖ · ‖∞.
1). On considère l’opérateur de Volterra :

T :E → F

f 7→ Tf,

où :

Tf :[0, 1]→ R

x 7→ Tf(x) =
∫ x

0
f(t) dt.

Montrer que T est une application linéaire continue de (E, ‖ · ‖∞) vers
(F, ‖ · ‖∞) ? Calculer sa norme ‖T‖L(E;F ) ?

2). On définit l’opérateur linéaire :

S :F → E

g 7→ Sg = g
′
,

Montrer que S n’est pas borné ?
3). Déduire que l’espace F n’est pas un espace de Banach.
4). Conclure que C1([0, 1]) muni de ‖ · ‖∞ n’est pas un espace de Banach.
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