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Questions de cours.(4pts)

Soit X une v.a. de loi de probabilité de Poisson P(θ) où θ > 0 est un paramètre et (X1, X2, ..., Xn) un
échantillon de X.
a. Calculer l’information de Fisher IX1(θ) de l’observation X1.
En déduire l’information de Fisher I(X1,X2,...,Xn)(θ) de l’échantillon (X1, X2, ..., Xn).
b. Ecrire la fonction de vraisemblance L(X1, X2, ..., Xn; θ).

En déduire l’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂n de θ.
c. Calculer l’estimateur de θ par la méthode des moments avec g(x) = x. (On le notera θ̂1,n)

Exercise 1.(7pts)

Soient σ > 0, X et M deux v. a. r avec M ↪→ N (0, 1) et

∀t ∈ R, E(eitX/M) = exp
(
itM − σ2

2
t2
)
, P − p.s.

(1) Montrer que (X,M) est un vecteur gaussien.

(2) Montrer que X −M et M sont indépendantes.

(3) En déduire E(X/M).

Exercise 2.(9pts)

Soit {Xk, k ≥ 1} une suite de v. a. r, indépendantes et de même loi de Poisson P(1). Pour
n ≥ 1 et x ∈ R, on pose Sn = X1 +X2 + . . .+Xn et

Yn =
Sn − n√

n
, h(x) = min(−x, 0), Zn = h(Yn).

(1) Montrer que Sn ↪→ P(n).

(2) Montrer que la suite {Yn, n ≥ 1} converge en loi vers une v. a. r Y à déterminer.

(3) Montrer que la suite {Zn, n ≥ 1} converge en loi vers une v. a. r Z, donner la relation entre Z
et Y puis calculer E(Z).

(4) Montrer que E(Z2
n) ≤ 1 pour tout n ≥ 1.

(5) En déduire que E(Zn) −→ E(Z) quand n → ∞.

(6) Calculer E(Zn) et en déduire la formule de Stirling : n! ∼ (ne )
n
√
2πn.

————————————–
On rappelle que : 1. Si X et Y sont deux v. a. r, f : R −→ C une fonction boréliènne bornée, alors

E(f(X)/X) = f(X) et E
(
E(X/Y )

)
= E(X), P - p.s.

2. Si (Xn) converge en loi vers X et si ∃α > 0 tel que supn≥1 E(|Xn|1+α) < ∞, alors E(|X|) < ∞ et
limn→∞ E(Xn) = E(X).

3. an ∼ bn ⇐⇒ limn→∞
an

bn
= 1.
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