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Epreuve de rattrapage 
(durée : 02 heures) 

Questions de cours [8 pts] 
Dans R2 , on définit la fonction fa de R2 dans R t.q. fa (x1,x2) = 1xax 2

2
2
1   où a est un paramètre réel. 

 
a) Déterminer la dérivée directionnelle d’ordre 1 de fa au pt (x1,x2) dans une direction quelconque 

h=(h1,h2)  R2. (1pt) 
b) Calculer  fa (x1,x2) et montrer par identification avec le résultat de la question a) que  fa (x1,x2) 

coïncide avec fa’(x1,x2). (1pt) 
c) Trouver l’expression de la forme bilinéaire fa’’(x1,x2) représentant la dérivée directionnelle d’ordre 2 

de fa au point (x1,x2) .(1pt) 
d) Utilisant la caractérisation de la convexité d’une fonction par la dérivée directionnelle seconde  

fa’’(x1,x2) (Voir Rappel2 au verso de cette page), montrer que si a   0 alors fa est convexe. (1pt) 
e) De même et pour la stricte convexité de fa , utiliser la caractérisation du rappel2 afin de montrer que si 

a > 0 alors fa est strictement convexe. (0.5pt) 
f) Calculer la matrice hessienne de fa et vérifier que fa est bien convexe si et seulement si a   0. (1pt) 
g) Utiliser les résultats précédents et le rappel1 pour montrer que fa est strict. convexe   a > 0. (1pt) 
h) En déduire que le problème de minimisation de fa sur R2 n’admet une solution optimale unique que 

lorsque a > 0. (1.5pt) 
 
 

Exercice  [12 pts]  
Dans Rn, 

n
,  désigne le produit scalaire euclidien et on considère la matrice carrée B d’ordre n. 

1) Montrer que   (x , y)  RnxRn on a 
nn

yB,xy,Bx T  et 
nn

y,xBBy,x T  . (1pt) 

2) On introduit alors la fonctionnelle f définie sur Rn : f(x) = dx,cBx
2
1 2


nn

 où 
n

.  désigne la 

norme euclidienne dans Rn , c est un vecteur de Rn et d un réel. 

a) Montrer que f peut s’écrire sous la forme : f(x) = dx,cx,xBB
2
1 T 

nn
 . (0.5pt) 

b) On pose A = BTB. Montrer alors que f est une fonctionnelle quadratique. (0.5pt) 
 

c) Montrer que  A est semi-définie positive et déduire que f est convexe. (1pt) 
Rappel : Dans Rn, pour une fonctionnelle quadratique f (voir question 2)-a)), la dérivée directionnelle 
d’ordre 1 de f s’écrit comme suit :  f(x) = grad f(x) = Ax – c et Hessf(x) = A. 
 
d) En précisant un contre-exemple, montrer qu’à ce niveau f ne peut être coercive. (0.5pt) 
 
e) Montrer que si B est inversible alors A est aussi inversible. (0.5pt) 
Rappel : B inversible BT inversible et son inverse est tout simplement la transposée de B-1 . 
 
f) Montrer alors que, dans ce cas (A inv.), A est aussi définie positive. (0.5pt) 

 
g) En déduire alors que dans ce cas f est coercive. (1pt) 

 
h) Dans la suite on suppose A définie positive (B inversible), montrer alors que : 

h1) le problème d’optimisation sans contraintes (Pn) :  )x(fmin
nRx

  admet une solution unique (sans la 

déterminer) notée x*. (0.5pt) 



h2) ’’résoudre le problème (Pn)’’ revient à ’’résoudre le système linéaire Bx = c’ ’’ où c’ est un 
vecteur de Rn qu’il faudra préciser (ici il faut, tout simplement, montrer l’équivalence suivante :  x* 
solution optimale de (Pn)   x* vecteur-solution du système linéaire Bx = c’). (0.5pt) 
 
h3) Résoudre alors le problème (Pn) en explicitant x* en fonction des données du problème initial 
c.àd. en fonction de la matrice B, du vecteur c et éventuellement du scalaire d. (0.5pt) 
 
h4) Calculer la valeur optimale de (Pn) en fonction de ces mêmes données (de h3)). (1pt) 
 

i) Application : Soit à résoudre le problème d’optimisation suivant dans R2 : (P2) : )x(fmin
2Rx

  

où f(x) = f(x1 , x2) = 1/2 ((x1 + 2x2 )2 + (2x1 + x2 )2 ) + 2x1 + 2x2  avec x = (x1 , x2)  R2 . 
 
i1) Par identification avec l’expression de la fonction f introduite ci-dessus (lorsque n = 2) :  

f (x) = dx,cBx
2
1

2

2

2
  

préciser la matrice carrée B d’ordre 2, le vecteur c de R2 et le scalaire d  R. (2.5pts) 
 
i2) Après avoir vérifié que B est inversible et en utilisant les résultats précédents, déterminer l’unique 
solution optimale  x* du problème de minimisation (P2). (1pt) 
 
i3) Calculer la valeur optimale de (P2). (0.5pt) 
 
 

Rappels utiles 
 

Rappel1 : E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert dans E et C convexe inclus ds U, alors si f : E   R 
est une  fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) ds U, on a les résultats suivants : 
- f  est convexe sur C 0y)x,(y)' f-(x) fCyx,

E
 '  .    

- f est strictement convexe sur C  0y)x,(y)' f-(x) fy xavec Cyx,
E
 '  .   

 
Rappel2 : E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert de E et C convexe inclus dans U, alors si f : E   R 
est deux fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) ds U, on a les résultats suivants : 
- f  est convexe sur C 0x)-y,x-(y(x)fCyx,  ''  . 
- Si 0x)-y,x-(y(x) f aon y xavecCyx,  ''  alors f est strictement convexe. 
 
Rappel3 : Conditions d’optimalité. 
E étant un R-esp. de Hilbert, U ouvert dans E et C convexe fermé inclus dans U, alors si f : E   R 
est convexe et une fois dérivable (au sens de la dérivée directionnelle) dans U, une condition 
nécessaire est suffisante pour que x  C soit solution optimale du problème d’optimisation : 

)y(finf
Cy

 est :  0x)y,(x) fCy
E
 ' . C’est l’inéquation d’Euler. 

Dans le cas sans contraintes (C = U = E), une condition nécessaire est suffisante pour que x  E soit 
solution optimale du problème d’optimisation sans contraintes : )y(finf

Ey
 est : f ’(x) = 0E . C’est 

l’équation d’Euler. 
 
Rappel4 : Coercivité et optimalité. 
E étant un R-esp. normé de dimension finie, si f : E   R est continue et coercive (c'est-à-dire  




(x)flim
Ex

 ), alors la fonction f admet au moins un minimum sur E.  

Si de plus f est strictement convexe alors ce minimum est unique. 










	Rattrap_Optimis-sans-contr_2016-17
	Corrigé-Rattrap_Optimis_2016-17

