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Exercice 1(6pts):   Soit  � un  espace de Hilbert  dont le produit scalaire est noté par  〈. , �. 〉� 
et la norme associée est 	‖. ‖.  Soient 	 un sous espace vectoriel propre et fermé de � et 

        
:	�	 → 				le projecteur orthogonal sur F. 

1. Montrer que l’application P est linéaire et continue de norme 1. 

2. Montrer que � = 	 ⊕ 	�  et  ���	
 = 	�. 
 

Exercice 2(8pts):    Soit  � = ��:	ℝ� ⟶ℝ	���������;		 |�"#$|%�&'(# < +∞�,
- . 

muni du produit scalaire    〈�, �/〉� =  �"#$/"#$�&'(#.�,
-  

On pose pour 0 ∈ ℕ et # ∈ ℝ�,   

34"#$ = �'
0! 	

(4
(#4 	"�&'	#4$			�6					
4"#$ = #4. 

1. En utilisant la formule de Leibniz, montrer que 34 est un polynôme de degré n et de 

coefficient dominant  "−1$4/0!	. 
2. Montrer que  〈
4, �:〉� = 0!   et en déduire que  ℝ;<= ⊂ �. 
3. Soit ? ∈ ℕ.  Montrer que  

〈
@	, �	34〉� = A"−1$4	0! �B	0 = ?
0 �B	0 > ?.� 

          En déduire que "34$4∈ℕ  est une suite orthonormée de H. 

4. ℝ;<= étant dense dans H, montrer que "34$4∈ℕ  est une base hilbertienne de H. 

5. Calculer 3E  et en déduire  

minI,J,K∈ℝL "#E − �#% − �# − M$%
�,

-
�&'(#. 

 

Exercice 3(6pts):    Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2N-périodique 

donnée sur ;0,			2N;			par  �"#$ = N − #.    En déduire que  

P 1
0%

�,

4QR
= N%

6 . 

UÉÇ VÉâÜtzx 
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Corrigé 

Exercice 1(6pts):     �  est un  espace de Hilbert de produit scalaire 〈. , �. 〉� et de norme 

associée 	‖. ‖.   	 ⊂ � , sous espace vectoriel propre et fermé.    
:	�	 → 				le projecteur 

orthogonal sur F. 

1. Montrons que  P est linéaire :	":	TU$ 
On a pour tout  V ∈ W		�6	tous 	#, X ∈ � et Y ∈ 	: 

〈# − 
"#$, Y〉 = 0,			�6		〈VX − V
"X$, Y〉 = 0		"	M��		〈X − 
"X$, Y〉 = 0	$.			 
D’où par addition 

〈# + VX − 
"#$ − V
"X$, Y〉 = 0				"�$ 
D’autre part  

〈# + VX − 
"# + VX$, Y〉 = 0			 B. �.		〈
"# + VX$ − "# + VX$, Y〉 = 0.				"�$ 
En additionnant "�$ et "�$ on obtient  

〈
"# + VX$ − 
"#$ − V
"X$, Y		〉 = 0, ∀Y ∈ 	 

et puisque 	
"# + VX$ − 
"#$ − V
"X$ ∈ 	 ( car c’est un s.-e.v. de E) alors, 


"# + VX$ − 
"#$ − V
"X$ = 0 

( le seul vecteur de F orthogonal à tous les vecteurs de F est le vecteur nul !) 

On conclut que  
"# + VX$ = 
"#$ + V
"X$, ∀V ∈ W, ∀#, X ∈ �. 
Ainsi P est linéaire. 

- Montrons que P est continue. ":	TU$   
Soit # ∈ �   alors  	〈# − 
"#$, X〉 = 0, ∀X ∈ 	. 
En particulier pour  X = 
"#$  on obtient  〈# − 
"#$, 
"#$〉 = 0. 
Les vecteurs 	# − 
"#$ et 
"#$ sont orthogonaux  et le théorème de Pythagore 

donne,  ‖#‖% = ‖# − 
"#$‖% + ‖
"#$‖%  et ceci  implique que ‖
"#$‖ ≤ ‖#‖. 
            La continuité de P en découle et on a ‖
‖ℒ"]$ ≤ 1. 
          Pour tout  # ∈ 	 ,  ‖
"#$‖ = ‖#‖    (car 
"#$ = # )  d’où  ‖
‖ℒ"]$ = 1. ":, ^	TU$ 

2. Montrons que � = 	 ⊕ 	�. ":	TU$ 
Soit # ∈ �,  alors # peut être écrit sous la forme : # = 
"#$ + _# − 
"#$` 

avec  
"#$ ∈ 	  et 	# − 
"#$ ∈ 	�et  comme 	 ∩ 	� = 	b 	∩ 	� = c0d 
alors � = 	 ⊕	�. 
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- Montrons que 	���	
 = 	�. ":, ^	TU$ 
�.		���	
 ⊂ 	�	:   Soit  # ∈ ���	
 alors 	
"#$ = 0. 
D’autre part  〈# − 
"#$,			X〉 = 0,				∀X ∈ 	;   d’où  〈#,			X〉 = 0,					∀X ∈ 	.	 
Ainsi # ∈ 	� et ���	
 ⊂ 	�. 
�.			� ⊂ ���	
: 	 Soit 	# ∈ 	�.    On a 〈# − 
"#$,			X〉 = 0,				∀X ∈ 	; 
d’où    〈#,			X〉 − 〈
"#$,			X〉 = 0,				∀X ∈ 	;  or 	〈#,			X〉 = 0  car		# ∈ 	�	�6	X ∈ 	.  
Par suite 	〈
"#$,			X〉 = 0,				∀X ∈ 	 et puisque 
"#$ ∈ 	  alors 
"#$ = 0. 
Donc # ∈ ���	
 et 	� ⊂ ���	
. 
Conclusion : ���	
 = 	�. 

Exercice 2(8pts):    � = ��:	ℝ� ⟶ℝ	���������;		 |�"#$|%�&'(# < +∞�,
- . 

    〈�, �/〉� =  �"#$/"#$�&'(#,�,
- 		34"#$ = ef

4! 	
gh
g'h 	"�&'	#4$, 
4"#$ = #4, 0 ∈ ℕ, # ≥ 0.  

1. Montrons que  34 est un polynôme de degré n et de coefficient dominant  "−1$4/0!	. 
La formule de Leibniz donne:                   ":	TU$ 

		34"#$ = �'
0! 	

(4
(#4 	"�&'	#4$ =

�'
0! Pj4k"#4$"k$"�&'$"4&k$

4

kQ-
 

Comme 					"�&'$"4&k$ = "−1$4&k�&'     et 

						"#4$"k$ = 0"0 − 1$… "0 − m + 1$#4&k = 0!	#4&k
"0 − m$!	 , "m ≤ 0$	 

alors  

		34"#$ = P"−1$4&k
"0 − m$! j4

k	#4&k = "−1$4
0!

4

kQ-
#4 + "−1$4&R

"0 − 1$! 0	#4&R +⋯+ "−0$# + 1. 

Ainsi 34 est un polynôme de degré n et de coefficient dominant  "−1$4/0!. 
2. -  Montrons  que  〈
4, �:〉� = 0!.    "o	TUp$ 

〈
4, �:〉� = L #4�&'(# = ;−#4�&'=-�, + 0
�,

-
L #4&R�&'
�,

-
(# = 0L #4&R�&'

�,

-
(#, 

car 	lim'⟶�, #4�&' = 0.  En posant   r4 =  #4�&'�,
- (#, on voit que    r4 = 0r4&R, 

et de proche en proche on obtient, 					r4 = 0"0 − 1$"0 − 2$…3 × 2 × 1	r- = 0! r- 

comme   r- =  �&'�,
- (# = ;−�&'=-�, = 1;   alors 				r4 = 0!     i.e.   〈
4, �:〉� = 0!. 

- L’espace  ℝ;<= est engendré  par les monômes		<4, 		<4"#$ = #4. 
           Comme 〈		<4, �		<4〉� =  #%4�&'(# = "20$! < +∞�,

-      alors 		<4 ∈ �,			∀0 ∈ ℕ 

          et  par suite 				ℝ;<= ⊂ �. 
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3. -  Soit ? ∈ ℕ.  Montrons que        "o	TUp$ 
〈
@	, �	34〉� = A"−1$4	0! �B	0 = ?

0 �B	0 > ?.� 

〈
@	, �	34〉� = L #@ �
'
0! 	

(4
(#4 	"�&'	#4$�&'(# =

1
0!L #@

�,

-
	"�&'	#4$"4$(#,

�,

-
 

Par  n intégrations par parties successives, et en remarquant que la fonction	# ⟼ #�&' 

ainsi que toutes ses dérivées s’annulent en 0 et tendent vers 0 en +∞, on obtient 

〈
@	, �	34〉� = "−1$4
0! L "#@$"4$

�,

-
�&'	#4	(# 

Comme "#@$"4$ = 0		�B	0 > ?					�6				"#@$"4$ = 0! 		�B	0 = ?,	 
alors  〈
@	, �	34〉� = 0	�B	0 > ?   et , 

〈
4	, �	34〉� = "−1$4
0! L 0!

�,

-
�&'	#4	(# = "−1$4〈
4, �:〉� = "−1$4	0!. 

- Vérifions que "34$4∈ℕ  est une suite orthonormée de H. 

Calculons 〈3v	, �	34〉�	: 3v	 étant  un polynôme de degré m d’où 

〈3v	, �	34〉� = 〈P�@	<@
v

@Q-
, �	34〉� = P�@

v

@Q-
〈<@, �	34〉� 

a. Si 0 > � alors 0 > ?, mw��	? ∈ c0, 1, … ,�d et  〈<@ , �	34〉� = 0 (d’après ce qui précède). 

b. Pour 0 = � 

〈34	, �	34〉� = P�@
4&R

@Q-
〈<@, �	34〉� + �4〈<4, �	34〉� = �4〈<4, �	34〉� 

D’après la première question �4 = "&R$h
4!  et puisque 〈<4, �	34〉� = 〈
4, �	34〉� = "−1$4	0!  alors 

〈34	, �	34〉� = "−1$4
0! "−1$4	0! = 1. 

Conclusion : 〈3v	, �	34〉� = x4v (symbole de Kronecker) et "34$4∈ℕ  est une suite orthonormée 

de H. 

4.   Montrons que "34$4∈ℕ  est une base hilbertienne de H :  ":	TU$ 
La famille  c<4; 			0 ∈ ℕd engendre de ℝ;<= et puisque chaque polynôme 34 

est une combinaison finie de   <@, ? ∈ c0,1, … 0d alors  c34; 			0 ∈ ℕd engendre ℝ;<=.   
Donc en notant par ;34; 		0 ∈ ℕ	= l’espace engendré par la famille c34; 			0 ∈ ℕd 
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on a    ;34; 		0 ∈ ℕ	=bbbbbbbbbbbbbbbb = ℝ;<=bbbbbbb = � (car ℝ;<= est dense dans H ); et par suite "34$4∈ℕ  est 

totale donc une base hilbertienne de H. 

5. Calculons 3E	:    "o	TUp$ 
Il suffit remplacer n par 3 dans l’expression détaillée de 34 (voir la question 1.) 

3E"#$ = −1
6#E +

3
2#% − 3# + 1. 

Calculons				minI,J,K∈ℝ  "#E − �#% − �# − M$%�,
- �&'(#	: 

				minI,J,K∈ℝL "#E − �#% − �# − M$%
�,

-
�&'(# = 				minI,J,K∈ℝ‖<E − "�<% + �< + M$‖% 																

= 				miny∈z ‖<E − {‖% = (%"<E, 		$,				 
où 	 est le sous-espace de H engendré par les monômes <%, <	�6	1 

(	 est le sous-espace des polynômes de degré inférieur ou égal à 2 de base 

| = c3-, 3R	, 3%d ).    De l’expression de 3E  on tire   

<E = −63E + 9<% − 18< + 6 = −63E + V%3%+VR3R + V-. 
          Ceci montre que la projection de <Esur F est 


z"<E$ = 9<% − 18< + 6 = V%3%+VR3R + V-, 
       et par suite 				miny∈z ‖<E − {‖% = ‖<E − 
z"<E$‖% = ‖−63E‖% = 〈−63E	, �−6	3E〉� = 36. 

Remarque: Les coefficients V�,  B ∈ c0, 1, 2	d, sont donnés par  V� = 〈<E,			3�〉, on trouve 

V% = 18, VR = −18, V- = 6. 
 

Exercice 3(6pts):    Les coefficients de Fourier de la fonction 2N-périodique définie sur 
;0,			2N;			par  �"#$ = N − #:      "o	TUp$ 

M- = 1
2NL "N − #$

%�

-
(# = 1

2N �−
1
2 "N − #$%�

-

%�
= 0, 

et pour  0 ∈ ℤ∗ 

M4 = 1
2NL "N − #$�&�4'(# = 1

2N �−
1
B0 "N − #$�&�4'�

-

%�
− 1
2NB0L �&�4'(#

%�

-

%�

-
= 1
B0. 
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Par application de l’identité de Parseval : 

‖�‖% = P |M4|%
4Q�,

4Q&,
				":	TU$ 

où 

‖�‖% = 1
2NL "N − #$%(# = − 1

6N
%�

-
;"N − #$E=-%� = N%

3 					":	TU$			 

On trouve 

P 1
0% =

N%
34∈ℤ∗
						":	TU$ 

Soit 

P 1
0%

		�,

4QR
= 1
2 P

1
0% =

N%
64∈ℤ∗
.					":	TU$	 

 

 

 

 

 

 


