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Exercice 1(6pts): Soit E un espace de Hilbert dont le produit scalaire est noté par (.,.)
et la norme associée est ||.||. Soient F un sous espace vectoriel propre et fermé de E et
P:E — F leprojecteur orthogonal sur F.
1. Montrer que l'application P est linéaire et continue de norme 1.

2. Montrerque E = F @ F' et Ker P = F*.

Exercice 2(8pts): Soit H = {f: R* — R mesurable; f0+°°|f(x)lze‘xdx < +o}
muni du produit scalaire (f, g) = f0+°°f(x)g(x)e_xdx.

On pose pourn € N et x € R,

x gn
L,(x) = i (e™*x™) et PB,(x)=x"
1. En utilisant la formule de Leibniz, montrer que L,, est un polynéme de degré n et de
coefficient dominant (—1)"/n!.
2. Montrer que (P,,1) = n! eten déduire que R[X] c H.
Soit k € N. Montrer que

-1D"n! sin=k
P,, L,) = (

(P, Ln) { 0 sin>k.
En déduire que (L,)nen €St une suite orthonormée de H.

4. R[X] étant dense dans H, montrer que (L,)neyn €St une base hilbertienne de H.

5. Calculer L; eten déduire

+o00
min (x3 —ax? — bx — ¢)? e *dx.
a,b,ceR 0

Exercice 3(6pts): Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2m-périodique

donnée sur [0, 2m[ par f(x) =m —x. Endéduire que

e@)// 8;’///’///‘//
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Corrigé
Exercice 1(6pts): E estun espace de Hilbert de produit scalaire (.,.) et de norme

associée ||.||. F c E, sous espace vectoriel propre et fermé. P:E — F le projecteur
orthogonal sur F.
1. Montrons que P est linéaire : (1 pt)
On a pour tout a € K et tous x,y E Eetz € F:
(x —P(x),z) =0, et (ay —aP(y),z) =0 (car (y —P(y),z) =0).
D’otl par addition
(x+ay—P(x)—aP(y),z)=0 (a)
D’autre part
(x+ay—Px+ay),z)=0 ie (Px+ay)—(x+ay), z)=0. (b)
En additionnant (a) et (b) on obtient
(P(x+ay)—P(x)—aP(y),z )=0,VZEF
et puisque P(x + ay) — P(x) — aP(y) € F (car c’est un s.-e.v. de E) alors,
P(x+ ay)—P(x) —aP(y) =0
(le seul vecteur de F orthogonal a tous les vecteurs de F est le vecteur nul !)
On conclut que P(x + ay) = P(x) + aP(y), Va € K,Vx,y € E.
Ainsi P est linéaire.
- Montrons que P est continue. (1 pt)
Soitx € E alors (x —P(x),y)=0,Vy € F.
En particulier pour y = P(x) on obtient (x — P(x),P(x)) = 0.
Les vecteurs x — P(x) et P(x) sont orthogonaux et le théoréeme de Pythagore
donne, ||x||* = [lx — P()II* + IP(0)II? et ceci implique que ||P(x)| < [Ix|l.
La continuité de P en découle et on a ||P|| zz) < 1.
Pourtout x € F, |[PCx)|l = |lx|[ (car P(x) = x) d’ott ||P|lze) = 1.(1,5 pt)
2. Montronsque E = F @ Ft. (1 pt)
Soit x € E, alors x peut étre écrit sous la forme : x = P(x) + (x — P(x))
avec P(x) € F et x — P(x) € Ftet commeF NF+* =F nF*={0}
alorsE =F @ FL.
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- Montrons que Ker P = F*. (1,5 pt)
a. Ker P c Ft: Soit x € Ker P alors P(x) = 0.
D’autre part (x — P(x), y)=0, Vy€F; dou(x, y)=0, VyEe€F.
Ainsix € Ft et Ker P c F*.
b. Ft c Ker P: Soit x € Ft. Ona{(x—P(x), y)=0, Vy€F;
dot (x, y)—(P(x), y)=0, Vy€F; or (x, y)=0 car x E Ftety €F.
Par suite (P(x), y) =0, Vy € F etpuisque P(x) € F alors P(x) = 0.
Donc x € Ker P et F*+ c Ker P.
Conclusion : Ker P = F+.

Exercice 2(8pts): H = {f: R* — Rmesurable; f0+°°|f(x)|ze‘xdx < +oo}

(f,g)= f0+°°f(x)g(x)e‘xdx, L,(x) = e a (e™* x™), P,(x) =x™ n€N, x > 0.

n! dx™
1. Montrons que L, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant (—1)"/n!.
La formule de Leibniz donne: (1 pt)
X n

Enl) =50 G

n
X
(7 am) == CRamP ()P
n!
p=0

Comme (e X)W P) = (—1)"Pe~X o

n! x™P

MNP =nn—-1)..(n—p+ Dx"P = m=p)’ (p<n)
alors
n —_1\n— _1\n _1\n—-1
L,(x) = p=0%65 x"VP = ( nl!) x™ + %n x4+ (—n)x + 1.

Ainsi L,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant (—1)"/nl.

2. - Montrons que (B,,1) =n!. (2 pts)

400 400 + o0

x"le=*dx = nf x"le=* dx,

x"e *dx = [-x"e *]§° + n.f
0

0

. — +0co
car lim,_,, o, x"e™ = 0. En posant I, = fo

k1= |

0
x"e ™ dx, on voit que I, =nl,_,,
et de proche en proche on obtient, I, =n(n—1)(n—2)..3x2x11[,=n!l,

comme I, = f+°°e_x dx = [—e™*|{*° =1; alors I,=n! ie (B,1)=nl

0

- L’espace R[X] est engendré par les monémes X", X™(x) = x™.

+00
Comme{ X", X™") = fo

et parsuite R[X] c H.

x?"e *dx = (2n)! < +oo alors X" € H, Vne€eN
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3. - Soitk € N. Montrons que (2 pts)

-1D"n! sin=k

Pe, Ly) = {¢

Ficr L) { 0 sin> k.
+ o0 e dn 1 +o00

(P, Ly) = f xk—l — (e7*xM)e*dx = —'.f xk (e7* xm) Wy,
0 dxr ),

Par n intégrations par parties successives, et en remarquant que la fonction x — xe™
ainsi que toutes ses dérivées s’‘annulent en 0 et tendent vers 0 en +o0, on obtient

(-1 )"

(P, L) = f (x*)M =% x7 gy
0

Comme (x*)™W =0 sin>k et (™ =n! sin=k,
alors (Py, L,) =0sin>k et,

(P,, L) = (—n1')n f nle~* x" dx = (~1)™P, 1) = (-1)" nl.
' 0

- Veérifions que (L,)nen est une suite orthonormée de H.
Calculons{(L,,, L) : L,, étant un polynéme de degre m d’ou

m,»4z%ﬂ a—z%w La)

a. Sin>malorsn > k,pour k € {0, 1 m} et (X, n) = 0 (d’apreés ce qui précede).
b. Pourn=m

n-1
(Ln; Ln) = Z Ay (Xk; Ln) + an(Xn: Ln) = an(Xn; Ln)
k=0
D’apreés la premiere question a,, = %etpuisque (X™, L,) =(B,, L,) = (—1)"n! alors
(="
(Ln: Ln) = n - =

Conclusion : (L, , L,) = 6] (symbole de Kronecker) et (L,,)nen €St une suite orthonormée
de H.

4. Montrons que (L,)nen €St une base hilbertienne de H: (1 pt)
La famille {X™; n € N} engendre de R[X] et puisque chaque polynéme L,
est une combinaison finiede X*, k € {0,1,...n} alors {L,; n € N} engendre R[X].

Donc en notant par [L,; n € N | I'espace engendré par la famille {L,,; n € N}
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ona [L,; n € N]=R[X] = H (car R[X] est dense dans H ); et par suite (L,)nen €St

totale donc une base hilbertienne de H.

5. Calculons Ly : (2 pts)
Il suffit remplacer n par 3 dans l'expression détaillée de L,, (voir la question 1.)
1 3
Ly(x) = ——x> +5x* — 1.
3(x) 6x + 5 x“—3x +
Calculons mingp cep f0+°°(x3 —ax?—bx —c)?e ¥dx:

400
minf (x3 —ax? —bx —c)?e*dx = min|X3— (aX?+ bX + 0)||?
a,b,ceR 0 a,b,ceR
— : X3 _ 2 _ g2 X3 F
Qrgpmll Qll* =d*(X°,F),

ou F est le sous-espace de H engendré par les monémes X?, X et 1
(F est le sous-espace des polynémes de degré inférieur ou égal a 2 de base
B ={Ly,L;,L,}). Delexpressionde L; on tire

X3 =—6L;+9X?— 18X+ 6 = —6L3 + ayL,+a;L, + aq.

Ceci montre que la projection de X3sur F est
PF(X3) = 9X2 - 18X + 6 = 0(2L2+0(1L1 + 0(0,
et par suite nggnllX3 = QII* = 1X3 = Pp(X*)|I?> = lI-6Ls3||> = (—6L3,—6 L3) = 36.
Remarque: Les coefficients a;, i € {0,1,2 }, sont donnés par a; = (X3, L;), on trouve
0(2 = 18, al = _18, 0(0 = 6
Exercice 3(6pts): Les coefficients de Fourier de la fonction 2r-périodique définie sur

[0, 2n[ par f(x) =m—x: (2 pts)

2 21
cozif 7T(ﬂ—x)dx=i[—l(rt—x)2] =0,
2m J, 2wl 2 0

etpour n € Z*

— 1 .on( )—inxd — 1[ 1( )—inx]zn 1 f21r —inxd — 1
“Zom), T T T wm T T ) T, ¢ Y T
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Par application de l'identité de Parseval :

n=+oo

IFIZ= > leal® (1pD)

n=—oo

ol
1 2T 1
||f||2 = o . (r — x)%dx = —a[(n _ x)3](2,"
On trouve
1 2
—_ — 1
z nZ 3 ( pt)
nez*
Soit
+0oo 1 5
ZF=‘ —=— (1pt)

2

T
3 (1pt)



