
Faculté des Sciences
Dept. Mathématiques

Epreuve �nale du module : Mesure et integration
Durée 1h30

Exercice1(6 points)
Soit 1 � p < +1:Déterminer l�ensemble des réels �; �, tels que:
u�(x) =

x�e�x

1+x
1
2
2 Lp (R+), u�(x) = sinx

x�ex
2 Lp(R+) et

u (x) =
lnjxj
jxj 2 L

p ([�1; 1]).

Exercice2 (4points)
Soit (X;�; �) un espace mesuré et f : X ! R une fonction mesurable.

Montrer que si f 2 Lp (X;�; �) pour p � 1 alors

lim
n!+1

np� (fx 2 X : jf(x)j � ng) = 0.

Exercice3 ( 10 points)
Soit (X;�; �) un espace mesure et f : X ! R une fonction mesurable

telle que � (x 2 X : f(x) 6= 0) > 0: Pour p 2 [1;+1[, on pose '(p) =R
X jf(x)j

p d� et J = fp 2 [1;+1[ : ' (p) < +1g
1) Soit p0 � p éléments de J . Pour 0 � � � 1, on pose p� = �p0+(1��)p,

montrer que p� 2 J: ( on pourra utiliser l�inégalité de Hölder).
2) Montrer que ' est strictement positive sur J .
3) On suppose qu�il existe r 2 [1;+1[ tel que f 2 Lr (X;�; �) \L1 (X;�; �)

, montrer que f 2 Lp (X;�; �) pour p 2 [r;+1[
4) Montrer que

lim
p!+1

kfkLp(X;�;�) � kfk1 :

Corrections
Exercice1
Déterminations des nombres �, �,  pour que les fonctions u� , u� , u

soient p-intégrables:
ju�(x)jp = xp�e�px�

1+x
1
2

�p est équivalente à xp� au voisinage de 0 et à xp(�� 1
2)e�px

au voisinage de +1: Par conséquent l�intégrale
R +1
0

xp�e�px�
1+x

1
2

�pdx est conver-
gente en 0 si �p+ 1 > 0 i.e. � > �1

p . En remarquant que x
p(�� 1

2)e�px =

1



�
xp(��

1
2)e�

p
2
x
�
e�

p
2
x et que limx!1 x

p(�� 1
2)e�

p
2
x = 0 donc borné au voisi-

nage de +1 et alors xp(��
1
2)e�px � ce�

p
2
x ( c > 0) et l�intégrale est conver-

gente.
ju�(x)jp = jsinxjp

xp�epx
est équivalente à xp(1��) au voisinage de 0 et l�intégraleR +1

0
jsinxjp
xp�epx

dx converge pour � < 1+ 1
p . Au voisinage de +1 , ona jsinxjp

xp�epx
�

e�px et l�intégrale est convergente.
ju (x)jp = jlnjxjjp

jxjp

Remarquons que la fonction est symétrique etZ 1

�1

jln jxjjp

jxjp dx = 2

Z 1

0

jlnxjp

jxjp dx = 2
Z 1

0

��ln 1x ��p
jxjp dx

= �2 <
Z 1

+1
yp�2 (ln y)p dy = 2

Z +1

1
yp�2 (ln y)p dy

� 2

Z +1

1
yp(+1)�2dy =

2
p(+1)�1

h
yp(+1)�1

i+1
1

qui converge pour p ( + 1)� 1 < 0 i.e.  < 1
p � 1.

Exercice2
Montrons que

lim
n!1

np� (fx 2 X : jf(x)j � ng) = 0:

Notons par An = fx 2 X : jf(x)j � ng : Nous avons

+1 >

Z
X
jf (x)jp d� �

Z
An

jf (x)jp d� �
Z
An

npd� = np� (An) .

Par ailleurs la suite fAngn2N est une suite décroissante de mesurables avec
�(Ao) < +1. En posant

� (An) =

Z
An

jf (x)jp d�

on obtient comme le sait bien une mesure positive ( dite de densité jf (x)jp)
et on a d�après les propriétés de la mesure que

lim
n!+1

� (An) = �(
\
n2N

An)

or
\
n2N

An = fx 2 X : f(x) = +1g = �:

2



D�où
lim

n!+1
� (An) = 0.

Nous avons aussi

� (An) =

Z
An

jf (x)jp d� �
Z
An

npd� = np�(An):

Ce qui nous donne
lim

n!+1
np�(An) = 0

i.e.

lim
n!+1

np�(fx 2 X : jf (x)j � ng) = 0:

Exercice3
1) Montrons que pour 0 � � � 1, p� = �po + (1� �)p 2 J .
Remarquons d�abord que si � = 0 ou bien � = 1, il n�y a rien à montrer.

Supposons donc que 0 < � < 1.
Puisque 1

1
�

+ 1
1

1��
= � + 1� � = 1, l�inégalité de Hölder nous donne

Z
X
jf(x)jp� d� =

Z
X
jf(x)j�po jf(x)j(1��)p d�

�
�Z

X
jf(x)jpo d�

�� �Z
X
jf (x)jp d�

�1��
= kfkpo�po kfk

p(1��)
p < +1:

i.e. p� 2 J:
2) Montrons que ' > 0.
En e¤et s�il existe p 2 J tel que ' (p) =

R
X jf(x)j

p d� = 0 alors f (x) =
0 � � pp: pour x 2 X i.e. � (fx 2 X : f(x) 6= 0g) = 0 ce qui contredit
l�hypothèse et par conséquent ' > 0:

3) Montrer que f 2 Lp (X;�; �) pour p 2 [r;+1[.
En e¤et si f 2 Lr (X;�; �) \ L1 (X;�; �) alors

jf (x)jp = jf (x)jr jf (x)jp�r � jf (x)jr kf (x)kp�r1 �-pp.

D�où

kfkpp =
Z
X
jf (x)jp d� � kf (x)kp�r1

Z
X
jf (x)jr d� = kf (x)kp�r1 kfkrr < +1

(1)

3



i.e. f 2 Lp(X;�; �):
4) Montrons que limp!+1 kfkp � kf (x)k1 :
En e¤et par l�inégalité (1), on a

kfkp � kf (x)k
1� r

p
1 kfk

r
p
r

et en faisant tendre p! +1; on obtient

lim
p!+1

kfkp � kf (x)k1 :
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