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Epreuve finale du module : Mesure et integration
Durée 1h30

Exercicel(6 points)
Soit 1 < p < +o0o.Déterminer I’ensemble des réels a, 5,7 tels que:

uq(z) = ’ia% € LP (RY), ug(z) = 312 ¢ [P(RF) et

12 T gBer

s (2) = € L2 (=11))

Exercice2 (4points)
Soit (X, X, p) un espace mesuré et f : X — R une fonction mesurable.
Montrer que si f € LP (X, %, ) pour p > 1 alors

lim nu({x € X :|f(z)| >n})=0.

n—-+o00

Exercice3 ( 10 points)

Soit (X, %, ) un espace mesure et f : X — R une fonction mesurable
telle que p(x € X : f(x) #0) > 0. Pour p € [1,400[, on pose ¢(p)
Jx lf@)[Pdp et J ={pe[1,+o0] : ¢ (p) < +oo}

1) Soit pg < p éléments de J . Pour 0 < 0 < 1, on pose pg = Opo+(1—6)p,
montrer que py € J. ( on pourra utiliser I'inégalité de Holder).

2) Montrer que ¢ est strictement positive sur J.

3) On suppose qu'il existe r € [1, +oo[tel que f € L" (X, 3, u) NL*> (X, X, p)
, montrer que f € LP (X,X, u) pour p € [r, +o0|

4) Montrer que

pli}jrﬂoo HfHLP(X,E,M) < I fllo -

Corrections
Exercicel
Déterminations des nombres «, 3, v pour que les fonctions u, , ug , Uy
soient p-intégrables:
lua(2) = F=55p
(1)
400 gPae—PT

au voisinage de +o0o. Par conséquent I'intégrale |, Wda: est conver-
1+x2

1y
est équivalente & zP* au voisinage de 0 et & x” (a=3) epe

1
genteen 0siap+1>0ie a> —% . En remarquant que gP(a=3)gmpe —



_1y _»p _p . _1)y _»p , ..
(xp(a e 21) e 2% et que lim, o0 2P(@=3)¢=5% — 0 donc borné au voisi-

nage de 00 et alors aP(e2)e=pr < =B (¢ > 0) et l'intégrale est conver-

gente.

|ug ()
eroo |sin z|?

i p . N p— . . . ,
P = lsinel’ oo équivalente a 2P(1=P) au voisinage de 0 et Pintégrale
PBepT
1 . |sinz|?
dx converge pour § < 1+ s Au voisinage de 400 , ona BT <

0  grPers
e P et I'intégrale est convergente.
p _ [nfz|”
luy (2)[" = TP

Remarquons que la fonction est symétrique et

Yn |z|[? Yz Und|?
dr = 2 de =2 zl g
/1 P / e / Pl

1 +oo
= -2< / Y72 (Iny)P dy = 2/ ¥ 7% (Iny)? dy
+o0 1

< 9 e p(y+1)=2 7, — 2 p(v+1)-1
=2 V= s v ]

“+o00
1
qui converge pour p(y+1) =1 <0ie v < % - L

Exercice2
Montrons que

lim n’u({x € X :|f(z)| > n}) =0.

n—o0

Notons par 4, = {z € X : |f(z)| > n}. Nous avons
voo> [ @Pdz [ 17@Pduz [ wrdp=nruan).
X An An

Par ailleurs la suite {A;}, .y est une suite décroissante de mesurables avec
1(As) < 4+00. En posant

A(Ay) = / f @) dy

n

on obtient comme le sait bien une mesure positive ( dite de densité | f (z)[")
et on a d’apres les propriétés de la mesure que

lim A (Ay) = A([) 4n)

n—-+00
neN

or ﬂAn:{xeX:f(x):+oo}:gb.

neN



D’ou
lim A(A4,)=0.

n—-+00

Nous avons aussi
A = [ @Pdnz [ wdy= (A,
n An

Ce qui nous donne
lim nPup(A4,) =0

n—-4o00

i.e.

lim n’u({r e X :|f(z)| >n})=0.

n—-+00

Exercice3

1) Montrons que pour 0 < 0 <1, pg =60p, + (1 —0)p € J.

Remarquons d’abord que si # = 0 ou bien § = 1, il n’y a rien & montrer.
Supposons donc que 0 < 6 < 1.

Puisque % + 4 =60+1—6 =1, I'inégalité de Holder nous donne

1-6

[@pdn = [ 5@l 5@
X X

([ s du>0 ([ (x)lpdu)le

00 1-0
IF B £ < oo

IN

ie. pg € J.

2) Montrons que ¢ > 0.

En effet s’il existe p € J tel que ¢ (p) = [y [f(@)|P du = 0 alors f (z) =
0 pw—opp. pour z € X ie. p({ze€X: f(x)#0}) = 0 ce qui contredit
I’hypothése et par conséquent ¢ > 0.

3) Montrer que f € LP (X, X, 1) pour p € [r, +00].

Eneffet si f € L™ (X,%, u) N L™ (X, 3, ) alors

[f @) =1f @ 1f @F" < |f @ If @I w-pp.

D’ou

\in:/X\f(w)\pduﬁ Hf(w)\lﬁgr/x!f(w)\rdu= 1 @)™ 1l < o0
(1)



le. feLP(X, X, u).
1) Montrons que limy. o0 [I£1, < 1 ()]
En effet par I'inégalité (1), on a

oo *

1-r
p

11l < 11F (@)oo

et en faisant tendre p — 400, on obtient

r
LFI1¥

i (11, < 1F (@)oo -



