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Exercice1
Soit X un ensemble in�ni non dénombrable. Pour tout A de X, on pose

� (A) =

�
0 si A est au plus dénombrable

+1 sinon.

Montrer que � est une mesure sur X.
.
Exercice2
Soit (X;�; �) un espace mesuré et (An)n2N � �. On appelle lim supnAn =

\n2N [p�n Ap et
lim inf An = [n2N \p�n Ap: On suppose qu�il existe un no 2 N tel que

� ([p�noAp) <1:

Montrer que

�
�
lim inf

n
An

�
� lim inf

n
� (An) � lim sup

n
� (An) � �

�
lim sup

n
An

�
:

.
Exercice3
Calculer

lim
n!+1

Z
R

sin
�x
n

�
:

n

x (1 + x2)
dx:

.
Exercice4
a) Soit X un ensemble.
Soient � une tribu de X et A � X:
Montrer que la fonction caractéristique �A de A est ��mesurable si et

seulement si A 2 �.
b) Soit P une partition au plus dénombrable de X et soit � la tribu

engendrée par P et f : X ! R une fonction sur X. Montrer que si f est
constante sur chaque partie A 2 P alors f est mesurable.
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Corrigé du contrôle "Mesure et Intégration"

Exercice1
Montrons que � est une mesure.
a) Nous avons �(�) = 0. ( � contient 0 élément )
b) Soit (Ui)i2N une suite dénombrable de parties de X.
Si tous les Ui sont dénombrable alors [i2NUi est dénombrable et alors

� ([i2NUi ) = 0 et aussi
P

i2N � (Ui) = 0 i.e. � ([i2NUi ) =
P

i2N � (Ui).
S�il existe un io 2 N tel que Uio est in�ni non dénombrable alors [i2NUi

est non dénombrable et on a: � ([i2NUi ) = +1 et
P

i2N � (Ui) � � (Uio) =
+1 i.e. � ([i2NUi ) =

P
i2N � (Ui).

� est une mesure positive.
Remarque:
Nous avons obtenu l�additivité dénombrable sans avoir supposer les Ui

deux à deux disjoints.
.
Exercice2
Montrons que

�
�
lim inf

n
An

�
� lim inf

n
� (An) � lim sup

n
� (An) � �

�
lim sup

n
An

�
:

En e¤et: puisque la suite \p�nAp est croissante

�
�
lim inf

n
An

�
= � ([n2N \p�n Ap) = sup

n
� (\p�nAp) .

Par ailleurs, nous avons � (\p�nAp) � infp�n � (Ap). Ce qui permet d�écrire

�
�
lim inf

n
An

�
� sup

n
inf
p�n

� (Ap) = lim inf
n
� (An) � lim sup

n
� (An) : (1)

De même

�

�
lim sup

n
An

�
= � (\n [p�n Ap)

et puisque la suite ([p�nAp)n2N est décroissante et il existe un no 2 N tel
que � ([p�noAp) < +1, on peut écrire

� (\n [p�n Ap) = lim
n
� ([p�nAp)
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= inf
n
� ([p�nAp) � inf

n
sup
p�n

� (Ap) = lim sup
n
� (An) : (2)

De (1) et (2) , on déduit que:

�
�
lim inf

n
An

�
� lim inf

n
� (An) � lim sup

n
�An � �

�
lim sup

n
An

�
:

.
Exercice3
Pour n 2 N�; posons fn(x) = sin

�
x
n

�
: n
x(1+x2)

.
fn étant continue, est mesurable pour la tribu de Borel sur R: En plus et

puisque limn!1
sin( xn)

x
n

= 1, nous avons limn!1 fn(x) = f(x) =
1

1+x2
:

Par ailleurs

jfn(x)j �
���� sin( xn)x

n

���� 1
(1+x2)

� 1
(1+x2)

avec
R
R

dx
1+x2

= 2
R +1
0

dx
1+x2

= 2 [arctan (x)]10 =

�.
On applique le théorème de la convergence et on obtient:
limn!1

R
R
fn (x) dx =

R
R
limn!1 fn(x)dx =

R
R

dx
1+x2

= �:
.
Exercice4
a) Montrons que la fonction caractéristique �A d�un ensemble A est

mesurable ssi A est mesurable.

En e¤et, 8a 2 R, ��1A (]a;+1[) = fx 2 X : �A (x) > ag =

8<:
X si a < 0
A si 0 � a < 1
� si a � 1

:

Ce qui montre que �A est ��mesurable ssi A 2 �.
b) Montrons à présent que si f est constante sur chaque A 2 P alors f

est mesurable.
En e¤et, si �i est la valeur de f sur Ai 2 P alors f s�écrit sous la forme:

f =

1X
i=0

�i�Ai

alors
f = lim

N!+1
fN

où fN =
PN

i=0 �i�Ai.
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Puisque d�après la question a) fN est mesurable ( combinaison �nie de
fonctions mesurables ) alors f ,qui est limite simple de fonctions mesurables,
est mesurable.
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