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Exercice 1:     Soient �	et � deux parties non vides d’un  espace préhilbertien  � dont le 
produit scalaire est noté par  〈. , �. 〉� et la norme associée est 	‖. ‖.  
Montrer les propriétés suivantes: 

1. � ⊂ � ⟹ �
 ⊂ �
. 

2. �
 est un sous-espace vectoriel fermé de �. 
3. �
 = �̅
. 
( �̅
étant l’orthogonal de la fermeture (adhérence) de  �.) 
  

Exercice 2:   Muni du produit scalaire donné  par 	〈�, ��〉 =� � ���������� ��, l’espace  

� = ����0, 1	�, ℝ	� = !�: �0, 1		� ⟶ ℝ	;		% ������
� �� < +∞) 

est un espace de Hilbert. 
Soit F le sous-espace vectoriel de H défini par : 

* = !� ∈ �;		% �����
� �� = 0	). 

1. Montrer que F est fermé. 
2. Déterminer la projection de la fonction			�: � ⟼ -.		sur F. 
3. En déduire la distance de la fonction g à F. 

 
Exercice 3:     Soit l’espace de Hilbert	

� = ����−0,			0�,			ℂ� = !�: �−0,			0� ⟶ ℂ	;		% |����|�3
43 �� < +∞) 

H est muni de la norme  ‖. ‖ provenant du produit scalaire 〈. , �. 〉�:  
‖�‖� = 120% |����|�3

43 ��																									〈�, �		〉 = 120% ��������6666663
43 ��.			 

1. Montrer  que le système �-7�7∈ℤ  , défini par 	-7��� = -97. , est un système 
orthonormal de �. 

On admet que �-7�7∈ℤ  est une base hilbertienne de ��, ��/20�. 
2. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction    �: � ⟼ -9;.  , 

où a est un nombre réel non entier et  	−0 < � < 0. 
3. En déduire que 0�sin��?0� = @ 1�? − A��

BC
7D4C . 

 

Barème:          Exercice 1: 7 pts                 Exercice 2: 6 pts                  Exercice 3: 7pts           
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Corrigé détaillé de l’examen partiel 

 

Exercice 1:  Soient �	et � deux parties non vides d’un  espace préhilbertien  � dont le 
produit scalaire est noté par  〈. , �. 〉� et la norme associée est 	‖. ‖.  
On a : 

1. � ⊂ � ⟹ �
 ⊂ �
.   �E	FGH� 
En effet : 

Soit  � ∈ �
,  alors,  〈�, �I〉� = 0,			∀I ∈ �.	 
Comme  � ⊂ �, on a    〈�, �I〉� = 0,			∀I ∈ �. 
D’où  � ∈ �
 et par suite   �
 ⊂ �
. 

 

2. �
 est un sous-espace vectoriel fermé de �.    On évidemment 	0 ∈ �
. 
Soient �, I	 ∈ �
 et 	∝∈ L. 
Pour tout  M ∈ �, on a  〈� + NI, �M〉� = 〈�, �M〉� + N〈I, �M〉� = 0. 
Ainsi 		� + NI ∈ �
 et �
est  un sous-espace vectoriel de E.   �O	FG� 
Montrons que �
 est fermé.   �E	FGH� 
Soit 	��7�7 une suite de  �
 convergente vers � ∈ �.  Montrons que � ∈ �
. 
Il suffit de montrer que,     〈�, �?〉� = 0, ∀? ∈ �.	 

On a, pour tout ? ∈ �, 
 〈�, �?〉� = 〈� − �7 + �7, �?〉� = 〈� − �7, �?〉 + 〈�7, �?〉 =��〈� − �7, ?〉   car 	〈�7, �?〉 =�0. 

       En  utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 
                                      |〈�, �?〉�| = |〈� − �7, ?〉| ≤ ‖� − �7‖‖?‖.   
       D’où, 	��7�7 étant  convergente vers �,  |〈�, �?〉�| ≤ ‖?‖	 lim7⟶BC‖� − �7‖ = 0. 
     Et par suite 〈�, �?〉� = 0, et a étant quelconque dans A alors � ∈ �
.  Ainsi �
 est fermé. 

 

3. �
 = �̅
. 
On a déjà �̅
 ⊂ �
 car 	� ⊂ �̅.    Reste à montrer que  �
 ⊂ �̅
.   �E	FGH� 

Soient  � ∈ �
 et  I ∈ �̅ .  On sait que ; I ∈ �̅ ⇔ ∃�I7� ⊂ �: lim7→BC‖I7 − I‖ = 0.	 
On a  					〈�,			I〉 = 〈�,			I − I7 + I7〉 = 〈�,			I − I7〉 + 〈�,			I7〉 = 〈�,			I − I7〉 
(car 〈�,			I7〉 = 0  puisque  � ∈ �
   et			I7 ∈ �. ) 
Maintenant  
                          |〈�, �I〉�| = |〈�, I − I7〉| ≤ ‖�‖‖I − I7‖.   
Et en faisant tendre n vers l’infini , on obtient  〈�,			I〉 = 0, 

 et par suite � ∈ �̅
,	 d’où �
 ⊂ �̅
. 
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Exercice 2:  Soit  l’espace de Hilbert  

� = ����0, 1	�, ℝ	� = !�: �0, 1		� ⟶ ℝ	;		% ������
� �� < +∞) 

muni du produit scalaire défini par 	〈�, ��〉 =� � ���������� ��. 

Soit F le sous-espace vectoriel de H défini par : 

* = !� ∈ �;		% �����
� �� = 0	). 

1. Montrons que F est fermé.   �V	FGH� 
 Considérons la forme linéaire    W:			� ⟶ ℝ		 

																												� ⟼ W��� = % �����
� ��.	 

Nous avons 		* = X-YW = W4��Z0[�.	 
Vérifions que  W  est continue. 

On a 			|W���| ≤ � |����|�� �� = 〈O,			|�|〉 ≤ ‖O‖‖�‖ = ‖�‖ , 

ainsi W  est continue et de plus   ‖W‖\] = 1	 (car W�O� = 1). 

              ( ici 1 est la fonction définie sur �0, 1�		par 	O��� = 1.	) 
              Étant l’image réciproque d’un fermé par une application continue, F est fermé. 

 
2. Déterminons la projection de la fonction			�: � ⟼ -.		sur F.    �O, ^	FG� 

        Soit  �� la projection de la fonction g  sur F,    _̀ � = ��. 
On a 

a �� ∈ *� − �� ∈ *
.� 
 
On vérifie facilement que  *
 = ℝ	O = Z� ∈ �; 		�	bcAde?Ae-	f. f. dgY	�0, 1�	[, 
d’où 

� �� ∈ *� − �� ∈ *
h ⇔ i			 % ������
� �� = 0																																																			
-. − ����� = b,			�b		bcAde?Ae-	Yé-kk-�									

� 
 

en intégrant les deux membres de la deuxième équation sur �0, 1�,	on trouve	 b = - − 1,  et par suite     ����� = -. − - + 1. 
3. Distance de la fonction g au s.-e.v. F :       �O, ^	FG� 

On sait que,   ���, *� = infm∈n‖� − �‖ = ‖� − _̀ �‖. 
D’où  

���, *� = ‖� − ��‖ = op% |- − 1|��
� ��q = - − 1. 
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Exercice 3:     Soit l’espace de Hilbert	
� = ����−0,			0�,			ℂ� = !�: �−0,			0� ⟶ ℂ	;		% |����|�3

43 �� < +∞) 

‖�‖� = 120% |����|�3
43 ��																									〈�, �		〉 = 120% ��������6666663

43 ��.			 
1 Montrons  que le système �-7�7∈ℤ , -7��� = -97., est un système orthonormal de � 

           �E	FGH� : On a, pour r, A ∈ ℤ 

〈-s, -7		〉 = 120% -s���-7���66666663
43 �� = 120% -9s.3

43 -497.�� = 120% -9�s47�.3
43 ��. 

              D’où  si  r = A,			〈-s, -7		〉 = ��3 � �� = 1343 ,   
               et si    r ≠ A, 

〈-s, -7		〉 = 120u�r − A� v-9�s47�.w433 = 120u�r − A� ��−1�s47 − �−1�74s� = 0. 
            Ainsi, pour tous entiers relatifs k et n 〈-s, -7	〉 = a1		du			r = A0	du				r ≠ A,� 

le système �-7�7∈ℤ est donc orthonormal dans H. 
              On admet que �-7�7∈ℤ  est une base hilbertienne de ��, ��/20�. 

2.  �E	FGH�		Calculons les coefficients de Fourier de la fonction    �: � ⟼ -9;.   
où ? ∈ ℝ\ℤ   et  	−0 < � < 0. 
On a  

b7��� = b7 = 〈�, -7	〉 = 120% -9�;47�.3
43 �� = 120u�? − A� v-9�;47�.w433 . 

D’où  

b7 = 2u	Imz	-9�;47�3{20u�? − A� = sin��? − A�0�	0�? − A� = �−1�7 sin�?0�0�? − A� . 
3.  �V	FGH�  En utilisant l’égalité de Parseval  

‖�‖� = @ |b7|�BC
7D4C  

                 nous obtenons 

1 = @ sin��?0�0��? − A�� .
BC
7D4C  

D’où 	 0�sin��?0� = @ 1�? − A��
BC
7D4C . 

(On a évidemment  |����| = |-9;.	| = 1, b?Y		?� ∈ ℝ. � 


