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Introduction a I’Analyse Hilbertienne Examen Partiel 1H45

Exercice 1: Soient A et B deux parties non vides d’'un espace préhilbertien E dont le
produit scalaire est noté par (.,.) et la norme associée est ||. ||.
Montrer les propriétés suivantes:

1. Ac B= B*c A~

2. A% est un sous-espace vectoriel fermé de E.

3. At =A%

( Atétant I'orthogonal de la fermeture (adhérence) de A.)

Exercice 2: Muni du produit scalaire donné par (f,g) = folf(x)g(x) dx, 'espace

H=12([0,1],R) = {f: 01]—R; fle(x) dx < +oo}
0

est un espace de Hilbert.
Soit F le sous-espace vectoriel de H défini par :

1
Fz{fEH; ff(x)dsz}.
0

1. Montrer que F est fermé.
2. Déterminer la projection de la fonction g:x +— e* surF.
3. En déduire la distance de la fonction g a F.

Exercice 3: Soit l'espace de Hilbert

s
H = I*(]-m, n[, C) = {f:]—n, n[ — C; f If ()2 dx < +°0}
—TT
H est muni de la norme ||. || provenant du produit scalaire¥{., . ):

2 1 i 2 1 " N
I = 5= | 1Feor ax (.90 =3 | feogGax

1. Montrer que le systéme (e,) ez , défini par e,(x) = e™, est un systéme
orthonormal de H.

On admet que (e,)nez est une base hilbertienne de (H, dx/2m).

2. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f:x +— e'%*,
ol a est un nombre réel non entieret —m < x < T.

3. En déduire que

n? i 1
sin2(am) (a—n)?%
n=—oo

Baréme: Exercice 1: 7 pts Exercice 2: 6 pts Exercice 3: 7pts
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Corrigé détaillé de I’examen partiel

Exercice 1: Soient A et B deux parties non vides d’'un espace préhilbertien E dont le
produit scalaire est noté par {.,.) et la norme associée est ||.||.
Ona:

1. Ac B= Bt c At (2pts)

En effet:

Soit x € BY, alors, {(x,y) =0, Vy € B.

Comme Ac B,ona (x,y)=0, Vy €A

D’ou x € At et par suite B+ c AL,

2. A% est un sous-espace vectoriel fermé de E.  On évidemment 0 € AL
Soientx,y € Al et x€ K
Pourtout z € A,ona (x + ay,z) = (x,z) + a(y, z) = 0.
Ainsi x + ay € At et Atest un sous-espace vectoriel de E. (1 pt)
Montrons que At est fermé. (2 pts)
Soit (x,), une suite de At convergente vers x € E. Montrons que x € AL,
Il suffit de montrer que, (x,a) =0, Va € A.
On a, pour tout a € A,
(x,a) = (x — x, + xp,a) = (x — xp,a) + (x,, a) =(x — x,,a) car {x,,a) =0.
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
[{x, a)l = x — xn, @)l < lx — xp|lllall.
D’ou, (x,), étant convergente vers x,
[¢x, @)l < lall lim [[x —x,[| = 0.
n—+oo

Et par suite (x, a) = 0, et a étant quelconque dans A alors x € A*. Ainsi At est fermé,

3. At =A%
On a déja A+ € At car A c A. Reste a montrer que A* c AL, (2 pts)
Soient x € At et y € A. On sait que;
y €A 3A(y,) € A: lim [y, -yl = 0.
Ona (x, )= Yy=Yat )= ¥y=¥)+&x ¥) =& y—yn)
(car{x, y,) =0 puisque x € A et y, €EA.)
Maintenant
[$e, ) = 1, y = )| < lxlllly — yall.
Et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient (x, y) =0,
et par suite x € A*, d’'ot A+ c A*.
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Exercice 2: Soit l'espace de Hilbert
1
H=L*[01]LR) = {f= [0,1 ] — R; f f2x)dx < +°°}
0

muni du produit scalaire défini par (f, g) = folf(x)g(x) dx.

Soit F le sous-espace vectoriel de H défini par :

F={f€H; jlf(x)dx=0}.
0

1. Montrons que F est fermé. (3 pts)
Considérons la forme linéaire ¢: H — R

1
£ d(f) = f &) dx.
0

Nous avons F = Ker¢p = ¢~1({0}).
Vérifions que ¢ est continue.

Ona |$p(f)l < follf(x)l dx = (1, |[fI) <A =171,

ainsi ¢ est continue et de plus ||p|lyr =1 (car (1) = 1).

(ici 1 est la fonction définie sur [0, 1] par 1(x) = 1.)

Etant l'image réciproque d’'un fermé par une application continue, F est fermé.

2. Déterminons la projection de la fonction g:x +— e* surF. (1,5 pt)
Soit g4 la projection de la fonctiong sur F, Prg = g;.
Ona
g1€F
{g — g1 € F™.

On vérifie facilement que F* = R1 = {f € H; f constante p.p.sur [0, 1]},
d’ou
1
EF =
91 } o fo g1(x)dx =0

—g, EF*
=0 e* — g,(x) = ¢, (c constante réelle)

en intégrant les deux membres de la deuxiéme équation sur [0, 1], on trouve
c =e—1, etparsuite g,(x) =e*—e+1.

3. Distance de la fonction g aus.-ev. F: (1,5 pt)
On sait que, d(g, F) = infeeellg — fll = llg — Prgll.

D’oul
1
d(g,F)=Illg — gl = (f le — 1I2dx> =e—1.
0
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Exercice 3: Soit I'espace de Hilbert

H = L*(]-n, =], C)={f:]—7r, [ — C; jnlf(x)lzdx<+00}

2 1 " 2 1 T[ 7 N
1712 = f IO d (f,9) =5 f FG0gE d.

1 Montrons que le systéme (e,)nez, €n,(x) = ™, est un systéme orthonormal de H
(2 pts) : On a, pour k,n € Z

1 (" - 1 (™ 1 (™ (k-n)
— — ikx ,—inx — i(k—n)x
(ex,en ) o j_nek(x)en(x) dx o f_ne e dx o f_ne dx.

Dot si k =n, {ex, e, )= %ffndx =1,

etsi k #n,

) 1

ik-m)x]™ — _1\k-n _ (_1\n—k] =
1. it =y LD (-D™ ¥ =0.

1
(ewen ) = o —m 1
Ainsi, pour tous entiers relatifs k et n
Cwen) ={o o Ko
O0si k#n,
le systeme (e,,) ez est donc orthonormal dans H.
On admet que (e,)nez est une base hilbertienne de (H, dx/2m).
2. (2 pts) Calculons les coefficients de Fourier de la fonction f:x +— e
oua €ER\Z et —m<x<T.
Ona

iax

s
Cn(f) =Ch = (fr en ) = %f_nei(a—n)x dx = 27.”-(:_ n) [ei(a—n)x]:rn_
D’ou
2i Im( ei@™™)  sin[(a —n)n]  (—1)"sin(am)
tn = 2mi(a —n) - m(a —n) - w(a —n)
3. (3 pts) En utilisant I'égalité de Parseval

+00
117 = ) leal?

n=—oo
nous obtenons
+00
) Z sin?(am)
B w2(a —n)?’
n=-—oo

D’otl

n? i 1
sin?(am) (a —n)?
n=—oo

(On a évidemment |f(x)| = |eiax | =1, car ax ER.)



