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Exercicel:
Soit ¢ : [0,27] — R%t — ¢(t) = (cost,sint) et soit « la forme définie
sur U = R?* — {0} par
xdy — ydx
=29
r? + y?
1) Vérifier que a est une forme fermée sur U.
2) Calculer p*a .
3) La forme « est -elle exacte?
Exercice2
Soit M une variété compacte de dimension n & bord OM. Soient w €
Q=1 (M) et 7 € Q" P (Q) deux formes différentielles de classe C>.
Montrer que
JydwAT= [, wAT+ (=1 [, wAdr.
Exercice3
On considére w la forme différentielle définie sur R? par

w = (x2 + 9% — a2) dx — 2aydy

ol a est un nombre réel non nul

1) Prouver que la forme différentielle n’est pas exacte.

2) Soit f : R — R une fonction de classe C'. On pose a(z,y) =
f(z)w(x,y). Quelle condition doit vérifier la fonction f pour que la forme
différentielle « soit exacte? Cette condition est-elle suffisante 7, Détérminer
une fonction f vérifiant la condition précédente.

3) Calculer une primitive de o sur R? i.e. une fonction g sur R? telle que
a =dg.

4) Soit C' le cercle de centre (0,0) et de rayon a. Calculer

o

Solutions
Exercicel



1) Vérifions que a est une forme fermée

Zz Y
da = d<x2—+y2) Ady—d<x2+y2>/\dx

2 _ .2 2 .2
- y—xde/\dy—x—yzdy/\dx
(#* +42) (#* +9?)
= 0.
2) Calculons :
" zop(t)dyop(t) — yop(t)drop(t)
() () = 3 (1)

(wop(1))” + (you(t))*
(cost)® dt + (sint)® dt _

dt.
cos? t + sin?(t)

3) a n’est pas une forme exacte car sinon il existerait une fonction f sur
l'ouvert R? — {(0,0)} telle que o = df et alors on aura

(@™df) (1) = (&"df) (1) = d (" f) (1)
= d(fop)(t)

Alors puisque ¢ est périodique, (fop) est periodique de periode 27. Mais
par la relation (1), on a (fop) = 1. Une contradiction.
Exercice2
Remarquons que
wATEQTH(M)

et par conséquent d(w A7) € Q" (M) i.e. une n—forme.
En plus la régle de différentiation extérieure, nous avons

dwAT)=dw AT+ (1) wAdr.

Par intégration, on obtient

/de/\T:/Md(w/\T)—(—l)p_l/Mw/\dT

et par application du théoréme de Stokes, on trouve la formule demandée

/dw/\rz/ w/\T—l—(—l)p/w/\dT.
M oM M
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Exercicel
1) Montrons que la forme w n’est pas exacte

dw:d(I2+y2—a2) Adx = —2ydx N dy # 0
w n’est pas fermée et donc non exacte.
2) Condition sur la fonction f: R — R
Considérons la forme différentielle o(z,y) = f(x)w(z,y). Alors
do = df N\w—+ fdw
= —2y(af'(z) + f (z))dz Ady
et a sera fermée ssi

1
fl=—if @
Puisque le domaine R? est étoilé il résulté du lemme de Poincaré que a est
exacte sous la condition 2 i.e. la condition (2) est suffisante. La solution de
(2) est
f(z) = Ce™ = avec C une constante
On prend f(z) = e a.
3) Cherchons une fonction g sur R? telle que dg = « ce qui revient a
résoudre le systéme
gg—e o (22 + y? —az)
8y = —2aye” a
En intégrant la deuxiéme équation :
gz, y) = —ay’e™ s + ()
et en remplacant dans la premiére équation on trouve
d(z)= (2" —a®) e a
et par intégration par parties,
c(z) = —a (a® + 2az + 2?) ea
d’ou
g(z,y) = —a (a2 + 2ax + 2% + y2) e a.
4) Calculons

/a = /dg—/ dg(acost,asint)dt
C

= g(acos2m, asin2r) — g(acos0,asin0) = 0.



