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Département de Mathématiques

Durée: 90 mn Examen final d’analyse numérique 2
Exercice 1
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1. Donner l’expression de z®), vecteur déterminé par la méthode de la puissance.

2. Combien d’itérations sont nécessaires pour obtenir ||x(k) — leoo < 1075 ou vy est le
vecteur propre associé & la valeur propre dominante de A avec ||v;]|,, = 1.(donner seulement
la formule pour k)

Solution
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1
Az — ( 0'?92 ) avec || Az = 1= 2@ = < 0-?92

k
Une simple récurrence permet de montrer que z(*) = ( 0'?9 )

D) et — |, = 0.99"
Donc ||z*) — ]| < 107° < 0.99% <1076 = k > (—6)/1og,((0.99).
Exercice 2

On donne la matrice A suivante:
5 20

A=12 5 0
0 0 3
1. A partir de la méthode de Jacobi, déterminer toutes les valeurs propres de la matrice A
ainsi que les vecteurs propres associés.
2. Calculer deux itérations de la méthode de la puissance avec z(*) = (0,0,1)T.
3. Expliquer le résultat.
Solution

2. Il est facile de vérifier que v, =

c
1. Onpose R=| —s
0

Comme aj; = agy = 5 alors 0 = 7/4.
1/vV2 —1/v2 0 5
RTAR=| 1/v2 1/v2 0 2
0 0 1 0

Donc les valeurs propres de la matrice
associés sont respectivement
1/v/2 1/v/2 0
~1/vV2 |, 1/vV2 |et| O
0 0

avec ¢ = cosfl et s =sind
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0 1/vV2 1/V/2 0 3
0 ~1/vV2 1/vV/2 0 | =10
3 0 0 1 00

sont Ay = 3, \o = 7 et A3 = 3, les vecteurs propres

0
0
3
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2 e, =
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Premiére itération y® = Az = [ 0 | =z = y = 0
X o, ~ |



0
De méme 2z = | 0
1
3. La méthode de la puissance ne converge pas vers un vecteur propre associé a la valeur

propre dominante Ay = 7,car le vecteur initial 2(*)s’écrit dans la base des vecteurs propres
3

z© = S av; = vsavec ap = 0. Dans ce cas z(?) est orthogonal & 'espace propre engendré

par vl.zzl

Exercice 3

Etant donnée une matrice A € R™*". On définit son quotient de Rayleigh associé r(z) pour

un vecteur z non nul de R" par:

TA
r(zr) = ey

Ty

Soit A une matrice symétrique.
On suppose que les valeurs propres de A sont arrangées dans cet ordre, \; > Ay > -+ > \,.
1. Montrer que Vo € R,z # 0, alors \; > r(x) > \,.
2. Montrer que les valeurs extrémes de r(z) sont atteintes.
Solution
1. La matrice symétrique A admet n valeurs propres distincts elle est diagonalisable, il existe
donc une base orthonormale de vecteurs propres .
On se donne B = {vy,vs, ..., v, } une base formée par les vecteurs propres tels que ||v;]|, =1
et v]v;=0sii#j.
n n n
Soit x € R™\ {0} alors © = > c;u; et Az = > c;Av; = > e ;.
i=1 i=1 i=1

n n n n n n
; - T Ao — Ty — N2\ Ty — N2 T, — N 20T, — N2
Il s’en suit que x* Az = Y ) cicjA\jv; v, = Y ciA\v; v, = Y cihiet ' x =) v v =) ¢
i=1j=1 i=1 =1 i=1 i=1
T

Or )\1

2> >c2\ > A\, > c?. Donc Ay > xx;;x > Ay
2. Pofl}lmontlr_elr que A\q er;latteinte il suffit de prendre = = vy.
xTAz i\
T. — T = A1
T~ T V1 U1
De méme pour montrer que A, est atteinte il suffit de prendre z = v,,.
Exercice 4
On considére le probléme
Yy =ty+t*  tel01]
)i { Vo)
y(0) =1
1. Vérifier que (P) admet une solution unique.
2. Trouver la solution exacte du probléeme.
3. Trouver, en fonction du pas h, une borne de I'erreur pour la méthode d’Euler.
Solution
1. On pose f(t,y) =ty + t3,V(t,y) € [0,1] x R.
f est une fonction continue sur [0, 1] x R.

De plus ‘% f (t,y)‘ = |t| < 1 donc f est 1-lipschitzienne par rapport & y uniformément par
rapport a t.



Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure l'existence et 1'unicité de la solution du probléme
(P).

2.y =ty + t3 est une equation linéaire avec second menbre.

La solution de I’équation y' = ty, est y(t) = Kes?

A partir de la variation de la constante y' = K’ 3’ 4 tKezt

En remplagant dans 1’équation du probléeme (P) on obtient K leat’ = ¢
K' = 3¢5

dot [dK = [te 2" dt, il s'en suit K = —e 2% (12 + 2) + C.

On déduit la solution de I'equation différentielle du probleme (P), y(t) = Cez2
La condition initiale implique C' = 3.

Finalement la solution du probléme (P) s’écrit y(t) = 3ez!” — ¢2 — 2.

3 ce qui implique

M
3. L’erreur globale de la méthode d’Euler est bornée par o7 (el —1) o M = III[(Z)%X] [y (t)]
te[0,1

Comme 3" (t) = 32" + 3t2e2'” — 2 et y"(t) = 3tez” (24+3) >0 Vit €[0,1]

alors la fonction y” est croissante sur [0, 1] et puisque y”(0) =4 > 0 alors M = m[gulc] ly"(t)| =
te|0,

y"(1) = 6ez — 2.
D’ou la borne de 'erreur cherchée est: (36% — 1) (e —1)h.

Exercice 5
Soit le schéma de Heun défini par la suite (y,,),,oy Suivante,

{ Yn+1 :yn—l_ g(f(tnayn)+f(tn+1,yn+hf(tn,yn))), n = 0,]_,... ,
Yo = y(0)
y(t)=fty®), t>0

pour approcher la solution du probléme de Cauchy y(0) =y
= Yo

Sous quelle condition sur h, le schéma est-il A-stable?

Solution

Pour f(t,y) = —Ay , A > 0, le schéma s’écrit y,+1 = Yn + = (=AY — My — hAy,)) =
Ly (R2N? — 20\ + 2)

La suite y, est une suite géométrique de raison % (h2)\2 — 2h\ + 2) , le terme général est

h2\? "
yn:y()( 5 —h)\—i—l) .

La condition de stabilité lim v, = 0 est équivalente a

n—-4o0o

2
Onposex:h)\etg(x):%—x+1.

| S

212

—h/\+1‘<1

2

x——x+1‘<1(:>0<a:<2.

Une étude de la fonction g permet d’affirmer que 5

En conclusion, la condition de A-stabilité du schéma est h < X



