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L2-Math / Analyse IV (durée 2h)

Controle continu

Exercice 1 :12 points
I
Soit f: R® —» R telle que f(x,y,2z) = x* + 7x%y — 6yz + y3 + 23
1) Montrer que f est de classe C? dans R3. Calculer la matrice Hessienne de f aux points
(0,0,0) et (0,2,2).
2) Déterminer les extrema locaux de f, admet-elle un maximum ou un minimum global ?
3) Etant donnée I'équation f(x,y,z) = 0, montrer qu’on peut expliciter z en fonction de x et y au
voisinage du point(1, 0, —1). Soit z = ¢(x,y), écrire le développement limité a I'ordre 1 de ¢ au
voisinage du point (1,0)
.
f(x,y,0) x*+7x%y+y3 .
Soit g:R? > R g(x,y) = {2(x2+y?) T T2t () # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)
1) Etudier la continuité de g dans R?.
2) Montrer I'existence des dérivées partielles dans R? .Calculer Vg(0,0).
3) Etudier la différentiabilité de g au point(0,0) . g est-elle de classe C* dans R??
4) Calculer D3g(0,0) ou v = (cos8, sinf) dans quelle direction est elle maximale? donner sa valeur.

Exercice 2 : 04 points

Trouver toutes les fonctions de classe C* f: Ry X R » R vérifiant I'équation aux dérivées
- - SV ATIDNAC) Y pov R
partielles suivante : x-ty 9y — VX + y*.

On utilisera le changement de variables{ - % .(Vérifier que m = — > \/1+—u4)
v=x%+y? (1+u?)

Exercice3:04 points

Soient f: R} x R—>R3 declasse C'et h: R* x R— R X Rtelles que:

h(x,y) = (\/m, arctan%) et /s (1,—%) = [ (1)1 %

Soit g = f°h ,montrer que g est de classe C* dans R* X R et déterminer dg (\%,%) Calculer la

-1

\/E) suivant la direction V(0,—1) .

dérivée de g au point (%,

L2MATH/C.C. ANALYSE IV /2016-2017/UABT Page 1



Corrige

Exercice 1: Exercice 1:12 points
l. 7pts

fi: RESR: flx,y,2z) =x*+7x*y —6yz+y3 + 23

(02.75pts) 1) f est une fonction polynomiale dans R? alors elle est de classe C? dans R3.

af (9%
{£—4x3+14xy Iaz—le + 14y
o _ g2 2 _ { 2 _ _
{Iay—7x + 3y 6z | —6y,ayax—14x
a_f _ 2 _ 0%f _
kz’iz =3z 6y az2 =6z ayoz 6
12x2 + 14y 14x O
la matrice Hessiennne de f est Hy = 14x 6y —6
0 —6 6z
0 O 0 28 0 0
Hf(0,0,0) ={0 0 —6]et Hf(0,2,2) =10 12 -6/
0 -6 0 0 -6 12

(2.75pts) 2)
Les points critiques de f sont solutions du systeme :

(O ax? + 7y) =

| 7% 2x(2x*+7y) =0 (¢))
of

{ —y=7x2+3y2—6z= ...... )

lof

k£—3z —6y=0 3)

2

@ =y=7
(1)=>x=00u2x*+7y=0

o six=0,2)=>3y?—6z2=0>y2=2z=0 .
Alors d’aprés (3)z*—8z=0=>z=0ouz =2

o si2x?+7y=0 dapres(3)2x*+7y = 2X2+7ziz= Oalorsx=z=y=0.
Ainsi on obtient deux points critiques : (0,0, 0) et (0,2, 2).

> Hf(0,0,0) admet une valeur propre nulle (Hy est indéfinie ) on utilise la définition d’extrémum :
f(x,y,2z) — £(0,0,0) = f(x,y, z) change de signe au voisinage de (0,0, 0).
Eneffet, Vy € V(0)  f(0,y,0) = y3 est de méme signe que y alors le point
(0,0,0) est un point selle.

> H;(0,2,2) admet trois valeurs propres strictement positives :A; = 28,4, = 6 et A; = 18.

Ou bien la forme quadratique Q associée a H((0,2,2) s’écrit :

2 2
Q(X,Y,Z) =28X%+12 [(Y - g) + %] donc définie positive

alors £(0,2,2) est un minimum local.
> Comme lirll f(0,y,0) = +oo alors f n’admet pas d’extrémum global .
_’y—)_00

(1.5) pts 3) Vérifions les conditions du théoreme des fonctions implicites au voisinage du
point(1,0,—1).
e f(1,0,-1) =0,
2(1,0,-1)=3#0

Alors on peut expliciter z en fonction de x et y au voisinage du point(1,0, —1).
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3V = V((l,O)) L W= V((—l)) et :V - W de classe C* telle que :

V(x,y) € V,f(x,y,go(x,y)) =0 et ¢(1,0) = -1
Soit F(x,y) = f(x,y,0(x,)) = 0 alors ﬁ =0et ﬁ =0
gF _ of B of _ OF _ 3f ¢ 0f , "‘P 90 =_1
E_ax-i_axaz_oetay_a-i_aya =0, d0u025+025 (10) etay(l,O)— 3
Le développement limité a I'ordre 1 de ¢ au voisinage du point (1,0) :

pl,y)=-1 —i(x -1) - 1—33y +||(x — 1,y)||s((x - 1,y)) avec

(Cr—1,) =0

ICx— 13’)|I -0
1. Spts
x*+7x2y+y3 _
g: RZ > R glx,y) =1 20(x2+y?) si (x,y) # (0,0)
0 si (x,) = (0,0)

1) (1pt)Continuitéde g:
* g est fraction rationnelle donc continue dans R? — {(0,0)}
. Y47x2y+yd 13 40+7c0s2%6.sinf+sin%0)
x lim _ 1 x*+7x%y+y —1 r3(rcos
(x,y)— (0 0) 9(xy) = (x,y)lLI%O,O) 2(x2+y?) r—0 r2
g(x,y) = g(0,0) alors g est continue au point (0,0).

=0.

lim
(x.y)—>(0,0)
Ainsi g est continue dans R?.

2) (2pt)
ag _ 1axy3+4x3y®+14x3y+2x°-14x3y-2xy3
2 ax 2(x2+y2)2
Dans R {(0'0)} ag _ y4+7x4—4x2y?—2x%y
ay 2(x+y%)?
g — iy X,0)— 9(00) x*
20,0 = i 000 o,
2 0,0) — i 402500 _ lim 25 =1
x—0 y x—02y 2

vg(0,0) = (0,3).
3) (1pt) La différentiabilité de g au point(0,0) :

xt4+7x2y+y3

9
i 9(x.9)-9(0,0-x2%(0,0)-y 2~ 5,00 i 2GZry?) y
1m 1m - .
(x,y)—(0,0) Vx2+y? T (0y)—~(0,0) JxZ+y? 2/x2+y?
lim r3(rcos*0+7c0s26.5sinf +sin39) __ rsin _ 7cos?6.sinf +sin36-sind
=0 2r3 2r 2 :

dépend de 0 ,alors la limite n’existe pas d’ou f n’est pas différentiable au point (0,0)

on conclue donc que g n’ est pas de classe C* dans R?.
4) (1pt)D;9(0,0) =< Vg(0,0)v>= # est elle maximale dans direction du

gradient qui est égale ég .Ia valeur maximale est %
Exercice2: (4pt)
fGy) = F(u,v)
af _ oF oF a oF (1\ , OF
(1 L= —(—l) +2= (2x) et(1pt) —f =Z3)+Z @
oF / Z 4 4 vk — z
+ y a =2v— (1+ 5 14+u (lpt)(avec vérification de \/x* + y = e 2)\/1 + ut)
Vi+ut = Fluv) = 2(1+ ) ———+/1+u*+ @(w) ol ¢ est une fonction de classe C*

% z(1+u2)

(1pt) Lensemble des solutions de classe C* sur R} X R

x4+y4

flx,y) = +go( )oilgode classe C1.
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Exercice 3: (4pt)

f: Ry x R>R3declasse Clet h: R* x R—> R} X Rtelles que:
1 0

h(x,y) = (,/xz + yZ,arctang) et/r (1,—%) =lo 2]

-1 0
e 0.25pt h est de classe C! dans R* X R puisque ses deux composantes sont de classe C*

x y
| VxP+y? Jx24y2 1 -1\ _ 1 1 -1
i (15pt) ]h - -y x ]h (ﬁl \/E) - \/E(—l 1 )
x2+y2 x2+y2
e 0.25pt g = f°h estla composée de deux fonctions de classe C* alors elle I’est aussi
dans R* X R .
0.25pt dg(x,y) = df (h(x,y))odh(x,y) et J,(x,) = J;(h(x,)). Jn(x,).

1 -1 b 1 -1 1 1 0 1 -1 1 1 -1
g “pt)]g(ﬁ’ﬁ):]f(l"Z)'/h(ﬁ'ﬁ)':Ti<_01 (2)>(—1 1)=Trz(j f)

) €L (R* X R,— R3)sa matrice associée est J, (%,%21)

11
V2’2

1 -1 1
- (0soo0.a(5.7) =y () v =2 2 )-(%)-%(=2)

> (0.25pt)dg (

e ——
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