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Exercice 11. Pour avec n 2 N on considère les fonction fn définie de R dans R par

8n 2 N W fn.x/ D xn:

1. Montrer que la famille
ff0; f1; � � � ; fng

est une famille libre dans l’espace vectoriel des application de R dans R.

2. Déterminer la dimension de l’espace vectoriel des fonction de R dans R.

Exercice 12. Soit E un R - espace vectoriel de dimension n � 1, et soit f un endomorphisme de E tel que f � 0 et
nilpotente

9p 2 N W f p
D f ı � � � ı f™

p�fois

1. Monter qu’il existe x 2 E tel que la famille˚
x; f .x/; f 2.x/; � � � ; f p�1.x/

	
est une famille libre dans E.

2. Déduire que f n � 0.

Exercice 13. Soit les deux sous espaces vectoriel de F et G de R4 définie par

F D Œv1; v2; v3�; G D Œw1; w2�

avec
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Donner une base de F, G et de F \G.

Exercice 14.
1. Montrer que les vecteurs
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forme une famille libre de R5.

2. Déterminer w1; w2 2 R5 tel que
fv1; v2; v3; w1; w2g

forme une base de R5.

Exercice 15. Soit E un K - espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que

f ı f D f:

Montrer que
E D ker f ˚ Imf:

Exercice 16. Soit E et F deux K - espace vectoriel et

f 2 L .EIF/; g 2 L .FIE/:

tel que
f ı g ı f D f; g ı f ı g D g:

Montrer que
E D ker f ˚ Img:

Exercice 17 (Devoir). Soit E un K - espace vectoriel de dimension finie n et soit f un endomorphisme de E. Montrer
que Imf D ker f si et seulement si n D 2p.
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