U.A.B.T. 2016/2017
Département de Mathématiques

Corrigé de ’examen final d’analyse numeérique 1
Exercice 1
Utiliser le polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points x, z + h et x + 4h pour
établir la formule de dérivation numérique de f au point x et obtenir I’erreur d’approximation
de la formule.
Solution
Soit p(t) le polynéme d’interpolation de f associé aux points x, x + h et x + 4h.
plt) = lo(t) f(x) + L (t) f(x + b) + 1o(6) f( + 4h)

. _ (t—x—h)(t—x—4h) (t—x—h)(t—2—4h) o (2t =22 —5h)
ot lo(t) = (x —x —h)(x —x —4h) 4h? = lolt) = 4h?
(t —x)(t — x — 4h) _ (t—x)(t —x—4h) o (2t =22 —4h)

hlt) = (x+h—a)(x+h—x—4h) —3h? =4 = —3h?

B (t—2z)(t—x—h) _(t=x)(t—x—h) s (2t =22 —h)
L(t) = (x+4h —2)(x +4h —x —h) 12h2 = (1) = 12h2
Il s’en suit que
7o) - G220 200 py — L2202y oy ¢ B2 2021
/our _: 7
P(z) =~ fl2) + f($+h)—mf(l“+4h)

La formule de derlvatlon demandée s’écrit:
() ~ —15f(x) + 16 f(x + h) — f(x + 4h)

12h
3)
Sachant que f(t) = p(t) + W(t —z)(t —x —h)({t —x —4h), £(t) € |x,x + 4h]
®3) !
alors f'(t) = p/(t) + (%) (t—ax)(t—ax—h)(t—x—4h)+
—l—w[(t—x)(t—x—h)—i—(t—x)(t—:v—4h)+(t—x—h)(t—x—4h)]
Pour t = z

Fia) = o/ (@) + 2 O ()R,
d’ou l'erreur

flla) = p'(2) = ZfOE@)h?  &(2) € v, o+ 4h]
Exercice 2
Soient F(x) =x — f(z) =
1- Montrer que |f'(z)] <
déterminer.
2- Montrer que la fonction x — F(x) admet un zéro unique « dans [2, 3] .
3- L’itération z, 11 = f(x,) est-elle convergente vers a pour tout zg € [2,3]?
4- Si g = 2, Montrer que |z, — a| < 2 o= 4,Vn e N*.
On donne: In8 =2.0794, In13 =2.5649 In8 — 2| =7.9442 x 1072
Solution

0, f(z) = In(z* + 4),z € R. On définit z,, ., = f(z,), 70 € R.
1

2,V

27

€ R et |z,11 — 2, < £,Vn € N o C est une constante a




2z 1 2 |z| 1 4|z| —2* —4 w? — 4|z +4

]_— ! — ! il —_ = = = — —

/@) x2+4 = |f(@)l 2 x2+4 2 2 (22 +4) 2(z2+4)

(12| — 2
= <(O),VzeR

24y =S

: L . , : , ” —2(x? —4)
Ou bien, on étudie de la fonction f'(x), on a lim f'(x) =0, ['(z) = ——==,
r—=+o0 (12 +4)

f'(2) =5 et f'(=2) = —3.

Le tableau de variation de la fonction f’ s’ecrit:
x —00 -2 2 + 00
e - ¥ -

f'(x) ON -3 / 53 N\ 0

On voit bien que |f'(z)| < 1,V € R

Une utilisation du théoréme des accroissements finis a la fonction f permet d’écrire

[Tt — | = [f(@0) = f(@n-1)| = |F(E)] |20 — Tn] avec § € |z, 1]
Il en découle
Vn € N, [z — | < 3120 — 21| € Flzect —2poa| < o0 < Lz —xol = £ on

c=|xy — o).
2- F(x) =  — In(2* + 4) est continue sur [2,3], F(2) =2 —-In8 = —7.9442 x 1072 < 0 et
F(3)=3—1In13 = 0.43505 > 0
Le théoréme des valeurs intermédiaires assure 1’existence de « € ]2, 3[ tel que F'(«) = 0.
De plus, F'(z) =1 — f’(z) comme la fonction —% < f(z) < 3,V alors F'(z) > 0,Vz et la
fonction F est strictement croissante sur [2,3]. D’ou l'unicité de a.
3- f(2) = In(8) = 2.0794 € [2,3], f(3) = In(13) = 2.5649 € [2,3], sachant que f est
strictement croissante sur [2, 3] alors Vz € [2,3], f(z) € [2,3], en outre |f'(z)| < 1,V eR
En vertu du théoréme du point fixe la suite définie par z,,1 = f(x,) converge vers a pour
tout zo € [2,3].
k,n

4- On a Vv N* |z, —a| <

naVne N |z a|_1_k

1 1

Ce qui implique Vn € N*| |z,, — a] < it X 7.9442 x 1072 < PR 8 x 1072
Exercice 3
Soit la formule donnée suivante:

—f(wiy1) +4f () = 3f (1)

2
1- Que calcule la formule suivante? Quelle dérivée et en quels points?
2- Déterminer 'ordre de cette formule.
Solution

Une application de la formule de taylor a la fonction f au point x;_; s’écrit:
h? h3
f(@i) = f(@ion) + hf'(@im1) + o f(@im1) + gf@)(fl) &1 € i1, o

|21 — 2] o0 k = 3 et |21 — xp| = |In8 — 2|

1072
= on-t

, 4 8h? 3)
f(@ip1) = f(@ima) + 20 f (wim1) + -/ (wim1) + ?f (&) & €lmimg, i
ce qui implique , .
4f($z') - f($¢+1) = 3f($i—1) + th/(ﬂ?z‘—l) + % [f(?’) (51) - 2f(3) (52)}
il vient: A 5 ' 12
Pl = —f(wiq1) + ];(ha:z) —3f(xi1) . [FO(E,) — 2fD(E,)]



Une application de la formule de taylor a la fonction f au point x; s’écrit:
h2
Flaiy) = flai) = hf'(@i) + 5 (&) & € Jriy, il

h2
f(ig1) = f(zi) + hf'(viq) + 7f"(€4) 4 € |z Tiga ]
ce qui implique

h2
3f(wi1) + f(xiz1) =4f(wim1) — 2hf'(z-1) + > [3f7(&3) + f"(&4)]
il vient: A 3 h
ey = L) XA 237 @a) B e 1oy
Une application de la formule de taylor a la fonction f au point x;,; s’écrit:

f(@ic1) = f(rigq) = 2hf (2iq) + %f”(ﬁs) 5 € |Ti1, Tiga |

h2
f(@i) = f(wip1) = hf'(wia) + 7]”'(56) &6 € Jmi, i [
ce qui implique

=3f(wio1) +4f(2:) = f(@i1) + 2hf (wig1) + 207 [=3f"(&5) + f"(€6)]

Hvients flain) + 47 (@) - 3f (w1
— J\Z; + ZT;) — T;—
f(@i41) = = oh =+ h [3"(&5) — ["(&6)]
Conclusion:
Cette formule permet de calculer la dérivée premiére aux points x; 1, x;et x;_1.
o flress) + 47 @) =3 (e r) R
— J\Z; + €T;) — €T;—
i) = -~ = — = [F®(&) — 2/O(&y)]

2h 3
ce qui implique, si f®) est continue sur [x;_1, ;41

— . ) — ) 2
f/(xi—l) . f(l'z—i-l) + 4];(}?) 3f(l'z—1) ‘ < % Hf(g)<§1)’ +2 ‘f(g)(§2)u < Oth
oun Cy = max |f®(z)]

TE[Ti—1,Tiy1]
Donc cette formule de dérivation au point x;_; est d’ordre 2.

De plus
ey = L P Z3@a) | B pnie) o priey)
En supposant que f” est continue sur [z;_1, ;11] , alors le théoréme des valeurs intermédiaires
) ot 3f//(§3) + f”(§4) _rn
assure l'existence de & € [z;_1,x;11] tel que 1 = f"(&)
d’ou A 5
'f/(l‘l) . _f<xi+1) + f(x7,> B f(xi—l) S OQ]’L, avec 02 — max |f//<$)|
2h .Z'E[(Ei_l,.’EH_ﬂ
Ainsi cette formule de dérivation au point x; est d’ordre 1.
o —Hain) + 4f(w) ~ 3 (wi)
—f(Tig1) + T;) — Ti—
flain) = ———H——r S+ h[3f(E) ~ 1 (6)]
o o) + 4 = 3f (i)
—J(Zig1) + T;) — Ti—
) - ) A V) < 3177 + 7)) < Coh

avec C3 =4 max |f"(z)]
we[xi_1,$i+1]

De 1a, cette formule de dérivation au point x;,; est d’ordre 1.



Exercice 4

1- Soit f(x) = 1 — cos(x). Utiliser une méthode convergente quadratiquement pour résoudre
f(z) =0.

2- Quel est le nombre d’itérations de bissection nécessaires pour approcher la solution de
3z — e = 0 avec une précision de 10™* sur [1,2].

3- Montrer que la méthode de Newton pour la résolution de I’équation z¥e® = 0 est donnée
k—1)z, +22 _.
par x,.1 = ( ) . Discuter I'ordre de convergence.
k+ x,
Solution

1- On cherche a approcher z = 0 par une méthode quadratique. Sachant que f(0) = f/(0) =0

et f”(0) =1 # 0 alors 0 est une racine double de f(z) = 0.
1 — cos(z,)

On propose la méthode de Newton modifiée: x,, 1 = x,, — 2— @) n>0
sin(x,,
1-— 0.1
Pour xg = 0.1 par exemple ry =0.1-— 2&”
sin(0.1)
b—a 1
2- On rappelle la formule |z, — a| < 5 = o0
1
En imposant — < 107* on a: 2" > 10* ce qui donne n > .
2n log,, 2
. k x 2 92 L o f(xn) _
3- On pose f(r) = z"e*. La méthode de Newton s'écrit: x,.1 = z, — () =z, —
Ty
xken (k=1)a,+a2
(k + x,) 2k—1lemn k+x, '

Discuter I'ordre de la méthode de Newton revient a discuter la multiplicité de la racine o = 0
de f pour k € N*,

Si k = 1, 0 est une racine simple de f la méthode de Newton converge quadratiquement
vers a.

Si k> 1, 0 est une racine multiple de f la méthode de Newton converge linéairement vers
.

Remarque: Si k = 0, 'équation f(z) = 0 n’admet pas de solution.



