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Epreuve finale (durée 2h)     
 
Exercice 01 : 04.5 pts 

Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :  

𝐼1 = ∫
𝑙𝑛𝑥

√(1−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2𝑥)
3

𝜋

4
0

 𝑑𝑥     ;   𝐼2 = ∫
𝑐𝑜𝑠2𝑥 −√2𝑥−𝜋  𝑒−𝑥

2𝑥−𝜋

+∞
𝜋

2

 𝑑𝑥. 

 
Exercice 02 : 07.5 pts 

1. Montrer que la fonction  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  est développable en série entière sur ℝ.  

2. Sachant que : 𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
= 𝑅𝑒(𝑒𝑖

𝑥√3

2 )    𝑒𝑡  𝑒𝑖
2𝜋

3  
−1

2
+
𝑖√3

2
, montrer que: 𝑒

−𝑥

2 𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
= ∑

𝑥𝑛𝑐𝑜𝑠
2𝑛𝜋

3

𝑛!
+∞
𝑛=0   

en déduire que :   
 1

3
(𝑒𝑥 + 2𝑒−

𝑥

2𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
) = ∑

𝑥3𝑛

(3𝑛)!
+∞
𝑛=0  

3.  Soit la série entière  ∑
𝑥3𝑛

(3𝑛)!
+∞
𝑛=0    

i) Trouver le rayon R et le domaine de convergence 𝐷𝐶  de la série. 

ii) On pose : ∀𝑥 ∈ ]−𝑅, 𝑅[  𝑆(𝑥) = ∑
𝑥3𝑛

(3𝑛)!
+∞
𝑛=0  , montrer que S est classe 𝐶∞sur 𝐷𝐶 .              

Calculer les dérivées  𝑆′(𝑥)  𝑒𝑡 𝑆"(𝑥) et vérifier que : ∀𝑥 ∈ ℝ , 𝑆"(𝑥) + 𝑆′(𝑥) + 𝑆(𝑥) = 𝑒𝑥 

iii) Soit l’équation différentielle : (E)  𝑦" + 𝑦′ + 𝑦 = 𝑒𝑥, vérifier que 𝑦𝑝 =
𝑒𝑥

3
 est une solution 

particulière de (E)  et montrer que  la solution générale  de (E) s’écrit :  𝑦(𝑥) =

𝑒−
𝑥

2 (𝑐1𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
+ 𝑐2𝑠𝑖𝑛

𝑥√3

2
) +

𝑒𝑥

3
  𝑜ù   𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ.                   

iv) En utilisant les valeurs de (0) 𝑒𝑡 𝑑𝑒  𝑆′(0) , prouver que   𝑆(𝑥) =
 1

3
(𝑒𝑥 + 2𝑒−

𝑥

2𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
). 

 

Exercice 03 : 08 pts 

I. On considère la fonction f : ]0,1[ → ℝ  telle que  𝑓(𝑥) = 1 − 2x 

      1) Montrer que la fonction 𝑓 est développable en série de Fourier sinus sur  ]0,1[ . 

      2) Calculer sa série de Fourier sinus étudier la nature de  convergence  sur ]0,1[ 

en déduire les sommes : S1  = ∑
𝑠𝑖𝑛𝑛

𝑛𝑛≥1   , S2 = ∑
(−1)𝑛

2𝑛−1𝑛≥1   𝑒𝑡  S3  = ∑
1

𝑛2𝑛≥1  

II. On cherche à résoudre le problème aux limites :                          

(𝐸)    
  𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
   avec  les conditions    {

𝑦(0, 𝑡) = 𝑦(1, 𝑡) = 0              

𝑦(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)      0 < 𝑥 < 1
𝜕𝑦

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0           0 < 𝑥 < 1

} 

1) En utilisant la méthode de séparation des variables ,montrer que 

  𝑦(𝑥, 𝑡) = (𝑐1𝑐𝑜𝑠𝜆𝑡 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝜆𝑡)(𝑐3𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥 + 𝑐4𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥) est une solution de (E) où 𝜆 > 0 , 𝑐1, 𝑐2 𝑐3 𝑒𝑡 𝑐4 ∈ 𝑅. 

2) Montrer que la solution du problème aux limites s’écrit : 𝑦(𝑥, 𝑡) = ∑
2

𝑛𝜋
𝑐𝑜𝑠2𝑛𝜋𝑡𝑛≥1 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝜋𝑥  

 
 
 
 
 



Le corrigé 

 

Exercice 01 : 04.5 pts 

Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :  

 

1) 01.5pts   𝐼1 = ∫
𝑙𝑛𝑥

√(1−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2𝑥)
3

𝜋

4
0

 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝜋

4
0

 𝑑𝑥  

 𝑓 est définie, continue et négative dans  ]0,
𝜋

4
[ : {

𝑙𝑛𝑥 < 0
(1 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2𝑥) > 0

. 

 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = −∞  ⇒ 𝑥 = 0 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑓. 

 (1 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2𝑥 = 0⇒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 = 1⇒ 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛1 > 𝑡𝑎𝑛
𝜋

4
= 1 >

𝜋

4
                                                            

ou   (arctan
𝜋

4
< 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛1 =

𝜋

4
< 1) 

𝑓(
𝜋

4
) =

𝑙𝑛
𝜋

4

√(1−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2
𝜋

4
)

3
: 𝑓𝑖𝑛𝑖⇒ 𝑥 =

𝜋

4
 𝑛′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑓. 

 lim
𝑥→0

√𝑥 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

√𝑥𝑙𝑛𝑥 = 0
 
⇒ 𝑓(𝑥) ≪

1

√𝑥
   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝐼′1 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒. 

Conclusion : 𝐼1converge. 

2) 03.5pts    𝐼2 = ∫
𝑐𝑜𝑠2𝑥 −√2𝑥−𝜋  𝑒−𝑥

2𝑥−𝜋

+∞
𝜋

2

 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)
+∞
𝜋

2

 𝑑𝑥 

 𝑓 est définie et continue sur ]
𝜋

2
, +∞[. 

lim
𝑥→

𝜋

2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→

𝜋

2

𝑐𝑜𝑠2𝑥−√2√𝑥−
𝜋

2 
  𝑒
−
𝜋
2  

2(𝑥−
𝜋

2 
)

= lim
𝑥→

𝜋

2

(𝑥−
𝜋

2 
)
2
 −√2√𝑥−

𝜋

2 
  𝑒
−
𝜋
2 

2(𝑥−
𝜋

2 
)

= lim
𝑥→

𝜋

2

−𝑒
−
𝜋
2 

√2(√𝑥−
𝜋

2 
)

= −∞. Alors  

𝑥 =
𝜋

2
 𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑓. 

   𝐼2 = ∫ 𝑓(𝑥)
2
𝜋

2⏟    
𝐼

 𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
+∞

2
 𝑑𝑥⏟        

𝐽

. 

 𝑓(𝑥) ~⏞

𝑣(
𝜋

2
)
𝑒
−
𝜋
2

√2𝑥−𝜋
=

𝑘

(𝑥−
𝜋

2 
)

1
2

  𝛼 =
1

2
< 1 ⇒  𝐼 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 . 

 𝑓(𝑥) =
1

2(2𝑥−𝜋)
+

𝑐𝑜𝑠2𝑥 

2(2𝑥−𝜋)
−

𝑒−𝑥

√2𝑥−𝜋
  ainsi 𝐽 =    𝐼′2 +   𝐼"2 +    𝐼′′′2 

 
1

2(2𝑥−𝜋)
~

1

4𝑥
 , 𝛼 = 1 ⇒    𝐼′2 = ∫

1

2(2𝑥−𝜋)

+∞
𝜋

2

 𝑑𝑥 diverge. 

    𝐼"2 = ∫
𝑐𝑜𝑠2𝑥

2(2𝑥−𝜋)

+∞
𝜋

2

 𝑑𝑥 converge d’après Abel, en effet 

{
 
 

 
 ∗ ∀𝑦′ > 𝑦 >

𝜋

2
     |∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥

𝑦′

𝑦

| = |
𝑠𝑖𝑛2𝑦′ − 𝑠𝑖𝑛2𝑦

2
| ≤ 1

∗ 𝑔(𝑥) =
1

2(2𝑥 − 𝜋)
 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑡 lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) = 0

 

 lim
𝑥→+∞

𝑥2
𝑒−𝑥

√2𝑥−𝜋
= 0⇒    𝐼′′′2 = ∫

𝑒−𝑥

√2𝑥−𝜋

+∞
𝜋

2

 𝑑𝑥  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 

 Conclusion :    𝐼2 =    𝐼′2 +   𝐼"2 +    𝐼′′′2diverge 

 

 



Le corrigé 

 

 

Exercice 02 : 07.5 pts 

1. 01pt  la fonction  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  est développable en série entière sur ℝ,en effet : 

f est classe 𝐶∞sur ℝ  et vérifie  pour tout x : ∀𝑛 ∈ ℕ  𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑒𝑥 ,   𝑓(𝑛)(0) = 1   

𝐿𝑎 𝑠é𝑟𝑖𝑒   ∑
𝑓(𝑛)(0)𝑥𝑛

𝑛!
=+∞

𝑛=0 ∑
𝑥𝑛

𝑛!
+∞
𝑛=0     converge  ∀𝑥 ∈  ℝ ,en effet 

  

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim
𝑥→+∞

1

𝑛+1
= 0⇒ 𝑅 = +∞ alors    𝑒𝑥 = ∑

𝑥𝑛

𝑛!
+∞
𝑛=0  ∀𝑥 ∈  ℝ  

2. 02pts  𝑒
−𝑥

2 𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
= 𝑅𝑒(𝑒

𝑥(−
1

2
+𝑖
√3

2
)
) = 𝑅𝑒∑

𝑥𝑛(−
1

2
+𝑖
√3

2
)
𝑛

𝑛!
+∞
𝑛=0 = ∑

𝑥𝑛𝑒
𝑖𝑛
2𝜋
3

𝑛!
= ∑

𝑥𝑛𝑐𝑜𝑠
2𝑛𝜋

3

𝑛!
+∞
𝑛=0

+∞
𝑛=0 . 

 1

3
(𝑒𝑥 + 2𝑒−

𝑥

2𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
) =

 1

3
∑

𝑥𝑛(1+2𝑐𝑜𝑠
2𝑛𝜋

3
)

𝑛!
+∞
𝑛=0 = ∑

𝑥3𝑛

(3𝑛)!
+∞
𝑛=0   puisque : 

 (1 + 2𝑐𝑜𝑠
2𝑛𝜋

3
) = {

3                           𝑠𝑖                  𝑛 = 3𝑘
0      𝑠𝑖  𝑛 = 3𝑘 + 1 𝑜𝑢 𝑛 =  3𝑘 + 2 

 

3. 04.5pts  Soit la série entière  ∑
𝑥3𝑛

(3𝑛)!
+∞
𝑛=0  est telle que     {

𝑥0 = 0  ,     𝑎3𝑛 = 1  
𝑎3𝑛+1 = 𝑎3𝑛+2 = 0    

 

i. lim
𝑛→+∞

𝑠𝑢𝑝√|𝑎𝑛|
𝑛

= lim √|𝑎3𝑛|
3n

𝑛→+∞
 = lim

𝑛→+∞

𝑒

(3𝑛) .  (6𝜋𝑛) 
1
6𝑛

= 0⇒ 𝑅 = +∞ 𝑒𝑡  𝐷𝐶 = ℝ 

ii. ∀𝑥 ∈ ℝ  𝑆(𝑥) = ∑
𝑥3𝑛

(3𝑛)!
+∞
𝑛=0  , 𝑆  est la somme d’une série entière alors elle est de  classe 

𝐶∞sur ℝ  .    

       𝑆(𝑥) = ∑
𝑥3𝑛

(3𝑛)!
+∞
𝑛=0 = 1 +

𝑥3

3!
+
𝑥6

6!
+
𝑥9

9!
+⋯. 

              𝑆′(𝑥) =  ∑
𝑥3𝑛−1

(3𝑛−1)!
+∞
𝑛=1 =

𝑥2

2!
+
𝑥5

5!
+
𝑥8

8!
+⋯    . 

𝑆"(𝑥) = ∑
𝑥3𝑛−2

(3𝑛−2)!
=
𝑥

1!
+
𝑥4

4!
+
𝑥7

7!
+⋯+∞

𝑛=1 . 

𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑚𝑎𝑟𝑞𝑢𝑒:  ∀𝑥 ∈ ℝ , 𝑆"(𝑥) + 𝑆′(𝑥) + 𝑆(𝑥) = ∑
𝑥𝑛

𝑛!
+∞
𝑛=0 = 𝑒𝑥. 

iii. (E)  𝑦" + 𝑦′ + 𝑦 = 𝑒𝑥,  

𝑦𝑝 =
𝑒𝑥

3
 , 𝑦𝑝

′ = 𝑦𝑝" = 𝑦𝑝 d’où   𝑦𝑝" +  𝑦𝑝
′ + 𝑦𝑝 = 𝑒

𝑥: c’est une solution particulière de (E) 

Les racines de l’équation caractéristique associée  𝑟2 + 𝑟 + 1 = 0 sont 𝑟 = −
1

2
∓ 𝑖

√3

2
 

  alors La solution générale  de (E) s’écrit : 

  𝑦(𝑥) = 𝑒−
𝑥

2 (𝑐1𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
+ 𝑐2𝑠𝑖𝑛

𝑥√3

2
) +

𝑒𝑥

3
  𝑜ù   𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ.                   

iv. 𝑆(0) = 1 ⇒ 𝑐1 +
1

3
= 1   d’où 𝑐1 =

2

3
. 

𝑆′(0) = 0⇒ 
1

3
+
√3

2
𝑐2 −

1

2
𝑐1 = 0 d’où 𝑐2 = 0.  Ainsi 𝑆(𝑥) =

 1

3
(𝑒𝑥 + 2𝑒−

𝑥

2𝑐𝑜𝑠
𝑥√3

2
) .  

Exercice 03 : 08 pts 

I. f : ]0,1[ → ℝ     𝑓(𝑥) = 1 − 2x 

      1) 01pt Soit  𝑓 le prolongement  de 𝑓  sur ℝ  telle que 𝑓est impaire et de période P=2.  𝑓 vérifie  

les conditions  de  Jordan  ie : 

 ∀𝑥 ∈ ℝ  |𝑓(𝑥)| ≤ 1 



Le corrigé 

 

 𝑓 = 𝑓 est continue et décroissante sur  ]0,1[   

  Alors  ∀𝑥 ∈ ]0,1[    𝑓(𝑥) = 1 − 2x = 𝑆 (𝑓(𝑥)) = ∑ 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋𝑥𝑛≥1  

  ie f est développable en série de Fourier sinus sur  ]0,1[ . 

2) 04pts 𝑏𝑛 =
2

1
∫ (1 − 2x)sinnπx dx = 2 [

−cos𝑛𝜋𝑥

nπ
]
0

1
− 2∫ xsinnπx dx

1

0
]

1

0
 

𝑏𝑛 = 2 [
1−cos𝑛𝜋

nπ
+  

2xcos𝑛𝜋𝑥

nπ
]
0

1
− 2∫

cos𝑛𝜋𝑥

nπ
 dx

1

0
]=2 [

1+cos𝑛𝜋

nπ
+  −2

sin𝑛𝜋𝑥

nπ
]
0

1
] 

𝑏𝑛 = 2
1+cos𝑛𝜋

nπ
       on a  𝑏2𝑛 =

2

𝑛𝜋
 et  𝑏2𝑛−1 = 0  

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋𝑥𝑛≥1 = ∑ 𝑏2𝑛𝑠𝑖𝑛2𝑛𝜋𝑥 = ∑
2

𝑛𝜋
𝑠𝑖𝑛2𝑛𝜋𝑥𝑛≥1 𝑛≥1    0 < 𝑥 < 1  

Comme f est continue sur ]0,1[ alors la série converge uniformément sur tout compact ⊂ ]0,1[. 

 𝑓 (
1

2𝜋
) =

π−1

π
= ∑

2

𝑛𝜋
𝑠𝑖𝑛𝑛   ⇒𝑛≥1  S1  = ∑

𝑠𝑖𝑛𝑛

𝑛𝑛≥1 =
π−1

2
. 

 𝑓 (
1

4
) =

1

2
= ∑

2

𝑛𝜋
𝑠𝑖𝑛𝑛

𝜋

2
= ∑

2(−1)𝑛+1

(2𝑛−1)𝜋
  ⇒𝑛≥1  S2 =  ∑

(−1)𝑛

2𝑛−1𝑛≥1 = −
𝜋

4
 𝑛≥1  

 Egalité de Parseval : ∑ 𝑏2𝑛
2

𝑛≥1 = 2∫ 𝑓(𝑥)2
1

0
𝑑𝑥 = 2∫ 1 + 4𝑥2

1

0
− 4𝑥 𝑑𝑥 

∑
4

𝑛2𝜋2
=
2

3𝑛≥1 ⇒  S3  = ∑
1

𝑛2𝑛≥1 =
𝜋2

6
. 

 

 II.   03pts       (𝐸)    
  𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
,  on pose 𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥). 𝑇(𝑡) 

(𝐸) ⇒  𝑋(𝑥). 𝑇"(𝑡) = 𝑋"(𝑥). 𝑇(𝑡) d’où 
𝑋"

𝑋
=

𝑇"

𝑇
= 𝑐𝑠𝑡 = −𝜆2 𝑜ù 𝜆 > 0 

 

(𝐸) ⇒ {𝑋" + 𝜆
2𝑋 = 0

𝑇" + 𝜆2𝑇 = 0
.  Les racines de l’équation caractéristique 𝑟2 + 𝜆2 = 0 sont : 𝑟 = ∓𝑖𝜆   

La solution générale de  𝑇" + 𝜆2𝑇 = 0 ; s’écrit : 𝑇 =  𝑐1𝑐𝑜𝑠𝜆𝑡 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝜆𝑡 , 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝑅 

La solution générale de 𝑋" + 𝜆2𝑋 = 0  ; s’écrit : 𝑋 =  𝑐3𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥 + 𝑐4𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥  𝑐3 𝑒𝑡 𝑐4 ∈ 𝑅 

Ainsi : 𝑦(𝑥, 𝑡) = (𝑐1𝑐𝑜𝑠𝜆𝑡 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝜆𝑡)(𝑐3𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥 + 𝑐4𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥) est une solution de (E)   

 𝑦(0, 𝑡) = 0 ⇒ 𝑐3. 𝑇 = 0 ⇒𝑐3 = 0 

 
𝜕𝑦

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0 ⇒ (𝑐2)(𝑐4𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥) = 0 ⇒𝑐2 = 0 

 𝑦(1, 𝑡) = 0 ⇒ 𝑐1𝑐4𝑐𝑜𝑠𝜆𝑡. 𝑠𝑖𝑛𝜆 = 0 ⇒𝑠𝑖𝑛𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 = 𝑛𝜋 𝑛 ∈ 𝑍. 

Alors  la solution   générale de (𝐸) s’écrit ∑ 𝑐𝑛𝑛∈𝑍 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑡. 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋𝑥 = ∑ 𝐵𝑛𝑛≥1 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑡. 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋𝑥 

 

 𝑦(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) ⇒∑ 𝐵𝑛𝑛≥1 . 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋𝑥  ⇒ 𝐵𝑛 = 𝑏𝑛(𝑓)   . 

Ainsi la solution du problème aux limites s’écrit : 𝑦(𝑥, 𝑡) = ∑
2

𝑛𝜋
𝑐𝑜𝑠2𝑛𝜋𝑡𝑛≥1 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝜋𝑥   

 
 

 


